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1 Komplexe Zahlen

1.1 Einfiihrung

Betrachten wir das Polynom
f(z) =2 +4z+38. (1.1)
Wir mochten die Nullstellen dieses Polynoms bestimmen. Es gilt
P +4z+8=(2+2)>+4. (1.2)
Damit haben wir an einer Nullstelle die Bedingung
(z+2)*+4=0. (1.3)

Formal existieren also die Nullstellen

z.==-2—+v—=4 und z;, = -2+ V-4, (1.4)
oder
2. =—-2-2v—-1 und 2z =-2+4+2v—-1. (1.5)
Die Zahl \/—1 erfiillt die Gleichung
(V=1)" = -1. (1.6)

Eine willkiirliche reelle Zahl 2 € R hat die Eigenschaft z? > 0. Also ist v/—1 keine
reelle Zahl.
Wir definieren die imagindre Finheit

i=v—1 (1.7)

und es gilt
2= —1. (1.8)

Die Nullstellen des Polynoms in Gln. (1.2) lassen sich damit als
z.=—-2-—2i und z; = -2+ 2i (1.9)
ausdriicken, und wir erhalten
P dz+8=(2—2)(z—2y)=(2+2+20) (2 +2—24). (1.10)

Die Groflen z_ und z, sind Beispiele fiir komplexe Zahlen. Allgemein 148t sich
eine komplexe Zahl z darstellen als

z=a+1ibeC, wobei a,beR (1.11)
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Imaginarteil
A

= Realteil

Abbildung 1.1: Die komplexe Zahlenebene.

und C die Menge aller komplexen Zahlen ist. Die Grofie

a=R(z) = R(a+ ib) (1.12)
ist der Realteil, und

b=S(2) = S(a + ib) (1.13)

der Imagindrteil von z.
Alternativ schreibt man komplexe Zahlen als geordnete 2-tupel der reellen Zahlen
nach
z = (a,b). (1.14)

Abbildung 1.1 zeigt die Darstellung der Zahl z = (a,b) in der “komplexen Zahlene-
bene.” Jeder Punkt in der komplexen Zahlenebene (das heift, jede komplexe Zahl)
ist auch durch den Abstand zum Ursprung r und den Winkel ¢ festgelegt (siehe
Abb. 1.1). Es gilt
a=r-cosp und b=r-sinp. (1.15)
Damit haben wir
z=a+1ib=r cosp+irsiny =r(cosp +isinp) (1.16)
mit 7 = v/a® + b? und ¢ = arctan (2). Die Darstellung einer komplexen Zahl als
a+ib nennt man eine “kartesische Darstellung”, die Darstellung als r (cos ¢+ sin ¢)
heifit “Polardarstellung.”
Die zu 2 = a + b konjugiert komplexe Zahl bezeichnet man mit z* und es gilt

2* = a—ib. (1.17)
In der Polardarstellung haben wir z = 7 (cos ¢ + i sin ¢) und damit
2t =1 (cosp —isinp) =1 (cos(—p) + i sin(—yp)). (1.18)
Abbildung 1.2 zeigt z und z* in der komplexen Zahlenebene.
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A
z=(a,b)
/o
O I _
5 > Realteil
- (p :
r |
"""" z* = (a,-h)

Abbildung 1.2: Konjugiert komplexe Zahlen.

1.2 Rechenregel

Wir definieren
21 =a1 +1iby =1 (cos gy + i sin ) (1.19)

und
29 = ag + i by = 15 (COS g + 7 sin y). (1.20)

Die zwei komplexen Zahlen z; und 29 sind gleich, wenn
a; = ay und by = by (1.21)
sind, beziehungsweise wenn
ri =1y und @, = gy +2km, (1.22)

sind, wobei k € Z eine beliebige ganze Zahl ist.
Komplexe Zahlen werden komponentenweise addiert, das heif3t

21+ 29 = (CLl + a2) +1 (b1 + b2) (123)

Es gllt 21+ 29 = 29 + 27.
Komplexe Zahlen werden multipliziert geméf

Z1 Ry = (a1+ib1)-(a2+ib2)
= a-aptar-i-by+i-by-ag+it-by-by
= (a1 Q9 — b1 . bg) +1 (a1 . bz + b1 . ag). (124)
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Es gilt 21 - 20 = 29 - 27 und 27 - (20 + 23) = 21 - 29 + 21 - z3. Ein Sonderfall ist
z-2*=(a+ib)-(a—ib)=a*+b* €R (1.25)

Der Betrag von z ist definiert als

2| = V2 2t = Va2 + b2 (1.26)

In der Polardarstellung haben wir

|z] = \/7"2 cos2 ¢ + 12 sin® p = 7. (1.27)

Zwei komplexe Zahlen werden dividiert, indem man mit dem konjugiert-komplexen
des Nenners erweitert und dann die Multiplikationsregeln anwendet:

21 a1+ib1
z_z as + 1 by
(ag —iby) - (a3 +1ib)
(ag —iby) - (agy +1iby)
ay - as + by - by by -as —ay - by

= +1 . 1.28
215 218 (1.28)

1.3 Exponentialdarstellung

Wir betrachten eine Taylorentwicklung der Exponentialfunktion

R TE N VB VA B VA
6_1+1'+§+§+I+§+ (1.29)

Setzen wir hier u = i ¢, erhalten wir

v = Iiqg— g —igr+qr+igr—

2 4 3 5
¥ ¥ (Y@ ¥

Wir erkennen den Realteil in Gln. (1.30) als die Taylorentwicklung von cos ¢ und
den Imaginérteil als die Taylorentwicklung von sin ¢. Damit gilt

e'¥ =cosp+isingp (1.31)
und wir erhalten aus Gln. (1.16) die Euler’sche Formel

z=1(cos+isinp) =re? (1.32)
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oder, da r = |z| ist, '
z=|z]€'"? = |z| exp(ip). (1.33)

Der Betrag von e'? ist

o] = (e ey

= /(cos g +i sin ¢)(cos p — i sinp) = \/c082<p+sin2<p =1. (1.34)

In der Euler’schen Darstellung ist es einfach, komplexe Zahlen zu multiplizieren
und zu dividieren. Mit

21 = |z1] € und 2y = |2z| €' ¥ (1.35)

berechnen wir das Produkt nach

21 - 29 = |z1| - | 22| gt prten) (1.36)
und die Division nach
2 _al i (1.37)
22 |22

Potenzen konnen mittels der Moivre-Formel berechnet werden:
2= (|z] €)= |2 ™ e 7. (1.38)
Fiir k£ € Z gilt zum Beispiel
1 = 0=k — cog(2k ) 4 isin(2k )
i = &3 =e(3126m) = cos <g + 2k7r) + 4 sin (g + 2k7r)
—1 = &7 =2k — cos(r 4+ 2k ) +dsin(r + 2k )
i = &% = T2k — g (3; + 2k7r> + isin (3; + 2k7r> . (1.39)
Die Zahl i* berechnen wir als
it = (elg)i =5 =¢ 3, (1.40)

das heifit, i* = e~ 7 ist eine reelle Zahl.
Weitere Beziehungen sind

S cos ¢ + 7 sin g (1.41)

e ¥ = cosp—ising (1.42)
1 . .

cosp = (et +e7*%) (1.43)
1 . .

ing = — (et —e ). 1.44

sin 5; (e e ') (1.44)
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Die Gleichungen (1.43) und (1.44) kénnen mit der Definitionsgleichungen der Funk-
tionen cosh (hyperbolische Cosinusfunktion) und sinh (hyperbolische Sinusfunktion)
verglichen werden:

1
coshz = 3 (" +e7™) (1.45)

und 1
sinhz = 3 (e —e™™). (1.46)

Die Gleichung
2" =1 (1.47)
besitzt fiir m =1, 2, 3, 4, ... und 2z € C die m verschiedenen Losungen

e =€rm, (1.48)
k=1,2, 3,4, ..., m. Diese Zahlen liegen in der komplexen Zahlenebene auf dem

Einheitskreis und bilden ein regulires m-Eck.
Zum Beispiel haben wir fiir m = 5 (siche Abb. 1.3)

Z1 = €5,
jAr
Zg = €5,
23 = @i%r :@_Z'LL?7T :Z;,
- 87 - 27
24 = @ZT :@_Z? :ZTJ
s = els =el2m=1. (1.49)
Die Losungen der Gleichung
=1 (1.50)
sind
zZ1 = 1
Zo = -1
z3 = —1
24 = 1.
(1.51)
Wir definieren die Funktion '
flp) =e'?. (1.52)
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Abbildung 1.3: Die Losungen zy, 29, 23, 24, 25 (Gln. (1.49)) der Gleichung 2° =
1, dargestellt in der komplexen Zahlenebene. Die Losungen liegen alle auf dem
Einheitskreis.

Wie berechnet man die Ableitung f'(p) = df /dyp? Es gilt

(ew)' = (cosp +ising)
1
= —sinp+4+icosp =1 (cosgp— - singp)
i
= i (Cosgo - % singp) =i (cosp +isinp) =ie'?. (1.53)
i

Spater in der Vorlesung werden wir Differentialgleichungen behandeln, wie zum Bei-
spiel
y'+y=0. (1.54)

Hier ist y(z) eine Funktion von x und y" = d?y/dx?. Also erfiillt die Funktion die

Gleichung
d*y
772 Yy (1.55)

Wir konnen einfach nachpriifen, dafl
y(r) = Ae'® + Be " (1.56)

eine Losung ist, wobei A und B Konstanten sind.
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2 Grundlagen der linearen Algebra

2.1 Problemstellungen

Als erstes Beispiel betrachten wir zwei Geraden in der (z,y)-Ebene:

y = 2zx+41

y = —3zx+4 (2.1)
oder

20—y = -1 (2.2)

Jr+y = 4 (2.3)

Im Schnittpunkt der beiden Geraden sind die beiden Gleichungen (2.2) und (2.3)
erfiillt. Wir suchen also ein Zahlenpaar (x,y), dal eine Losung beider Gleichungen
ist. Allgemein kénnen wir solche Gleichungen als

ar +by = ¢ (2.4)
de +ey = f (2.5)
ausdriicken. Es kann sein, dafl die beiden Geraden sich in einem Punkt schnei-
den. Dann haben die Gleichungen genau eine Losung (z,y). Die beiden Geraden
konnen aber auch parallel sein, dann existieren keine Losungen. Schlieflich kénnen

die beiden Geraden zusammenfallen und es gibt unendlich viele Losungen. Wie be-
stimmen wir im Allgemeinen die Losungen solcher linearen Gleichungssysteme? Wir

schreiben sie als )
a T c
(i) (0)=(5): 26)
wobei die Konstruktionen

(50) () m (5) 27

Matrizen genannt werden. Die Eigenschaften der beiden Matrizen

(Zz>und(;> (2.8)

entscheiden die Losungsstruktur.

Als zweites Beispiel betrachten wir eine Koordinatentransformation. Wir haben
zwei Koordinatensysteme xy und z'y’, wobei die Achsen x und z' einen Winkel
von « bilden. Ein gegebener Punkt P hat die Koordinaten (zp,yp) im zy-System
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O

Abbildung 2.1: Die Koordinatentransformation.

und die Koordinaten (z'5,y%) im x'y’-System. Abbildung 2.1 zeigt das Prinzip der
Koordinatentransformation. Es gilt

|0Q| = zp cosa. (2.9)

Wir erhalten z'5, indem wir |OQ)| zum Abstand zwischen ) und dem Punkt, wo PS
die 2'-Achse schneidet, addieren. Der letztere Abstand ist yp sin a. Damit gilt

T = xp cosa + yp sina. (2.10)
Ferner gilt
|PS| = yp cosa. (2.11)

Wir erhalten y}, indem wir von |PS| den Abstand zwischen S und dem Punkt, wo
PS die x'-Achse schneidet, subtrahieren. Der letztere Abstand ist zp sin«. Damit
gilt

Yp = yp cosa — Tp sina. (2.12)
Die beiden Gleichungen (2.10) und (2.12) konnen auch als eine Matrixgleichung
ausgedruckt werden, als

, .
(xfj>:( cos @ sma) (xp>. (2.13)
Yp —sina  cosa Yyp
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2.2 Matrizen — Definition und Begriffe

Ein Rechteckschema mathematischer Groflen (z. B. Zahlen, Funktionen oder Ope-
ratoren) aus n Zeilen und m Spalten nennt man eine Matriz der Dimension n X m.
Die n-m Eintrige auf den einzelnen Plétzen dieses Schemas heiflen Matrizelemente.
Ein Beispiel fiir eine Matrix der Dimension n x m ist

11 A2 Az ... Qip
Q21 Q22 A23 ... G2y

A= T 7 T T (2.14)
Ap1 Ap2 Gp3z ... QApm

Das Element a;; steht in der ’ten Zeile (¢ ist das Zeilenindex) und der j’ten Spalte
(7 ist das Spaltenindez). Die Elemente a; heilen Diagonalelemente, die Elemente
a;; mit ¢ # j heiflen Auferdiagonalelemente.

A ist eine reelle Matriz, wenn alle a;; € R sind.

A ist eine quadratische Matriz der Dimension n, wenn n = m ist, das heifit, wenn
Zeilenzahl und Spaltenzahl {ibereinstimmen.

A ist eine Nullmatriz, wenn alle a;; = 0 sind.

Die quadratische Matrix A ist symmetrisch, wenn gilt a;; = a;;. Ein Beispiel fiir
eine symmetrische Matrix ist

1 2 3
2 45 (2.15)
3 5 6
Die quadratische Matrix A ist antisymmetrisch (oder schiefsymmetrisch), wenn
gilt a;; = —a;; (i # j). Ein Beispiel fiir eine antisymmetrische Matrix ist
1 2 3
-2 4 5. (2.16)
-3 =5 6

Die quadratische Matrix A ist eine obere Dreiecksmatriz, wenn gilt a;; = 0 fiir 4
> 7. Ein Beispiel fiir eine obere Dreiecksmatrix ist

(2.17)

o O =
S =N
S Ot W

Die quadratische Matrix A ist eine untere Dreiecksmatriz, wenn gilt a;; = 0 fiir
t < j. Ein Beispiel fiir eine untere Dreiecksmatrix ist

1 0 0
—2 4 0 |. (2.18)
-3 -5 6
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Die quadratische Matrix A ist eine Diagonalmatriz, wenn gilt a;; = 0 fiir ¢ # j.
Ein Beispiel fiir eine Diagonalmatrix ist

(2.19)

o O =
S = O
S OO

Die quadratische Matrix A ist eine Einheitsmatriz, wenn gilt a;; = d;5. Das
Kroneckerdelta ist definiert als

/1 wenn ¢=j und
0 = { 0 wenn ¢ # j ist. (2.20)
Ein Beispiel fiir eine Einheitsmatrix ist
1 00
010 (2.21)
0 01

Eine Matrix der Dimension n x 1 entspricht einen Spaltenvektor mit n Kom-
ponenten. Eine Matrix der Dimension 1 X n entspricht einen Zeilenvektor mit n
Komponenten.

2.3 Rechnen mit Matrizen

Mit A bezeichnen wir eine Matrix der Dimension n4 X m4 mit Elementen a;; € R
und mit B bezeichnen wir eine Matrix der Dimension np X mp mit Elementen b;;
€ R. Die beiden Matrizen A und B sind gleich, wenn

1. ng = np und
2. my = mp und
3. aij:bij fiir alleizl, 2, 3,...,nA undjzl, 2, 3, .., MMA.

In diesem Fall schreiben wir
A=B (2.22)

Zwei Matrizen A und B kénnen addiert werden, wenn ny = ng und my4 = mp
sind. Wir schreiben
C=A+B. (2.23)

Das heif3t, wir bezeichnen die Summe von A und B als C. C ist eine Matrix der
Dimension ny4 X my (oder ng X mp) mit den Elementen

Cij = aij + bzy (224)
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Es gilt
A+B=B+A (2.25)

und
(A+B)+D=A+(B+D). (2.26)

Ist 0 eine Nullmatrix der Dimension n4 X my, so gilt
A+0=0+A=A. (2.27)

Mit A bezeichen wir die Matrix

—a11 —a12 —ai3 ... —0im
:& _ _(‘121 —C‘L22 —C‘L23 . . —szm . (2.28)
—Qp1 —0p2 —A4p3 ... —Opm
Es gilt o
A+A=A+A=0. (2.29)

Die Multiplikation einer Matrix A der Dimension n4 X m4 mit einem Skalar A
€ R ergibt eine Matrix
D=)A (2.30)

der Dimension ny X my; diese Matrix hat die Elemente

dij = )\aij. (231)

H(232)-(238) o3

Die Matrix A in Gln. (2.28) konnen wir als

Zum Beispiel gilt

A=(-1)-A=-A (2.33)

schreiben.

Zwei Matrizen A und B konnen multipliziert werden (das heifit, wir konnen die
Produktmatrix A - B bilden), wenn gilt ms = ng. In diesem Falle ist A - B eine
Matrix der Dimension ns X mpg. Fir

C=A-B (2.34)
gilt
mAa
k=1
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mit;=1,2,3,...,ngqund j =1,2,3,..., mp.
Wie betrachten als Beispiel die Matrizen
1 2 5 0
A= 3 4 und B = . (2.36)
5 6 -1 3

Hier gilt ng X mgq =3 X 2 und ng X mp = 2 x 2. Damit ist m4 = np und die
Matrix C = A - B der Dimension ny X mp — 3 X 2 existiert. Ihre Elemente sind

cn = anby+apby=1-54+2-(-1)=3
Clo = a1 bio+aipbp=1-0+2-3=06
€1 = Qg by +apby=3-5+4-(—-1)=11
Coy = Qo1 big+agabyp=3-0+4-3=12
cs1 = ag by +azpby=5-54+6-(-1)=19

C3o = a31b12+a32b22:5-0+6-3:18 (237)
und damit haben wir
3 6
c=|[ 11 12 (2.38)
19 18

Als weiteres Beispiel bilden wir das Produkt aus den folgenden Matrizen:

A:(_i?)undB:(S}) (2.39)

Hier berechnen wir

2 1 11
A-B—<_2 0> und B-A—<_1 1). (2.40)

Das heiflt,
A-B#£B-A. (2.41)

Matrizmultiplikation ist also nicht kommutativ!
Fiir quadratische Matrizen A, B und C derselben Dimension sind das Assozia-

tivgesetz
A-(B-C)=(A-B)-C (2.42)

und das Distributivgesetz
A-B+C)=A-B+A-C (2.43)

erfiillt.
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Ist A eine Matrix der Dimension ny X m4 und E eine Einheitsmatrix der Di-
mension ng4 X ny, so gilt
E-A=A. (2.44)

Zum Beispiel ist

1 2 1 2

34 )1=1|3 4]. (2.45)
5 6 5 6

Ist E eine Einheitsmatrix der Dimension m 4 X my, so gilt

A E=A. (2.46)

1 2 1 2
3 4 (é?)z 3 4
5 6 5 6

Gilt ma = ny, so dal A und E beide quadratisch sind, haben wir

Beispielsweise ist

~—~

2.47)

A-E=E-A=A. (2.48)

Ein Vektor lasst sich als Zeilenmatrix

d=a=(ajayas ...a,) (2.49)
oder als Spaltenmatrix
by
ba
b=b=| bs (2.50)
bn

schreiben. Das Skalarprodukt @ - b lisst sich dann als Matrixprodukt ausdriicken

by
b2 n
c_i-_':(al as Qs an) b3 :Zazbl (251)
. =1
bn,

18
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2.4 Quadratische Matrizen
Die Dimension

Die Dimension einer quadratischen Matrix A entspricht der Anzahl der Zeilen (die
wiederum der Anzahl der Spalten gleicht):

Dim (A) = n. (2.52)
Die Matrix
1 2 3
A=| 4 5 6 (2.53)
7 8 9

hat die Dimension Dim (A) = 3.

Die Spur

Die Spur (Englisch: Trace) einer quadratischen Matrix der Dimension n ist die
Summe der Diagonalelemente

n

Spur(A) = Zaii' (2.54)

=1

Die Matrix A in Gln. (2.53) hat die Spur 1 + 5 + 9 = 15.

Die Determinante

Einer quadratischen Matrix A

11 @12 A1z ... Qip
Q21 Q22 QA23 ... A2y

A= T T (2.55)
ap1 Qp2 Gp3 ... Qpp

aus n Zeilen und n Spalten kann man immer eine sogenannte Determinante n-ter
Ordnung zuordnen. Man versteht darunter den mathematischen Ausdruck, der aus
den Elementen der Matrix in folgender Weise gebildet wird: Man wéhlt zunichst
aus jeder Zeile und aus jeder Spalte der Matrix jeweils genau ein Element, ordnet
diese Elemente nach den Zeilen und bildet ihr Produkt:

A1, A2j5y - - - Anyj, -

Die Groflen jijs ... j, sind die jeweiligen Spaltenindizes. Da aus jeder Spalte genau
ein Element gewdhlt wurde, bilden die Spaltenindizes jijs ... Jj, eine Permutation

19
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der Zahlen 1 bis n. Wenn es sich um eine gerade Permution handelt (das heifit,
wenn man eine gerade Anzahl von Vertauschungen von je zwei Elementen braucht,
um diese Permutation aus den Zahlen 1, 2, ..., n, das heifit, aus der Referenzper-
mutation, herzustellen), so fiigen wir dem Produkt das positive Vorzeichen bei. Bei
einer ungeraden Permutation (das heifit, wenn man eine ungerade Anzahl von Ver-
tauschungen von je zwei Elementen braucht, um diese Permutation aus den Zahlen
1, 2, ..., n herzustellen) das negative Vorzeichen. Das kann man dadurch zum
Ausdruck bringen, da man vor das Produkt den Faktor (—1)%7172-Jn) setzt, wobei
t(j1j2 - - - Jn) die Zahl der Vertauschungen von je zwei Elementen angibt, die von
der Zahlenfolge 1, 2, ..., n zur Folge jijo ..., filhrt. Eine Vertauschung von zwei
Elementen wird auch eine Transposition genannt. Anschlielend bilden wir die Sum-
me iiber Produkte fiir alle n! Permutationen der Spaltenindizes, was wir durch ein
Summenzeichen ohne Angabe der Grenzen angeben wollen

E (—1) (5172 ]")a1j1a2j2 e Qpj, -

Die so erhaltene Summe stellt die gesuchte Determinante D dar. Sie wird oft durch
das Symbol |A| oder auch durch das gesamte Koffizientenschema, das zwischen zwei
senkrechten Linien geschrieben wird, bezeichnet. Es gilt somit

ayp Q2 ... Qip
21 Q922 ... QA9p L
t
D = |A| = . . . . = E (—1) (7172 ]")a1j1a2j2 Qg - (256)
anp1 QAp2 ... Qapp

Andere gebriduchliche Symbole fiir die Determinante einer Matrix A sind

Beispiele

a) Die Determinante einer Matrix der Dimension 1, also A = (ay;) lautet det(A)
= ajpp-

b) Wir berechnen die zur Matrix

A= ( 2 > (2.58)

Q21 QA22
gehorende Determinante 2-ter Ordnung. Sie ist definiert mit Gln. (2.56) nach

D = (—1)t(12) a1 Qoo + (—1)t(21) ai12 21, (259)
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da die Spaltenindices 1 und 2 sich als 12 oder 21 permutieren lassen. Wir
brauchen keine Transpositionen, um aus 12 die Permutation 12 herzustellen.
Damit ist ¢(12) = 0. Wir brauchen eine Transposition, um aus 12 die Permu-
tation 21 herzustellen: ¢(21) = 1. Folglich gilt

D = (—1)0 11 Q22 + (—1)1 12 A1 — Q11 Q22 — 12 A91. (260)
¢) Die 3! = 6 moglichen Permutationen der drei Zahlen 1, 2, 3 sind 123, 132,
231, 213, 312 und 321. Damit ist die Determinante 3-ter Ordnung

13
23
a33

12
22
32

a1
21
a3y

D= (2.61)

als

D =
+

(_1)t(123) a11 Q22 33 + (—1)t(132) 11 Q93 439

(_1)t(231) 12 Q23 A31 + (—1)t(213) Q12 Q21 G33

+ (_1)t(312) a13 Q21 az2 + (—l)t(?’m) 13 o9 431

(2.62)

definiert. In Tabelle 2.1 zéhlen wir fiir jede mdgliche Permutation j;j273 die
Transpositionen, die erforderlich sind, um die fragliche Permutation aus den

Zahlen 123 herzustellen, und bestimmen damit ¢(j;7273). Wir erhalten

D

= (—1)0 a1y G9o (33 + (—1)1 aii A23 32

(—1)2 12 Q23 31 + (_1)1 (12 A21 433

+
+

(—1)2 a3 G971 39 + (—1)1 a3 a2 @31

Q11 Q22 A33 — G11 G23 A32 1 A12 G23 (31

Q12 Q21 A33 + G13 G21 G32 — @13 G22 G31.

(2.63)

Die Unterdeterminante

Als Unterdeterminante D;; (n — 1)-ter Ordnung bezeichnet man die aus einer De-
terminante D n-ter Ordnung durch Entfernung der i-ten Zeile und j-ten Spalte
hervorgehende Determinante. Haben wir zum Beispiel

a1 a2 Az
D = |A| = | Qg1 Q92 93 (264)
a31 azz G33
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Tabelle 2.1: Die Berechnung einer Determinante 3-ter Ordnung

J1J2J3 Transpositionen t(j1j273)
123 | 123 0
132 | 123 — 132 1
231 | 123 — 213 — 231 2
213 | 123 — 213 1
312 | 123 — 321 — 312 2
321 | 123 — 321 1

so erhalten wir die Unterdeterminanten durch Streichen der 1. Zeile und 1. Spalte,
bzw. 1. Zeile und 2. Spalte

Q22 A23 Q21 A23
Dy = , Dip = , 2.65
1 32 Aa33 12 31 Aa33 ( )
und so weiter.
Der Entwicklungsgesetz von Laplace
Jede Determinante 148t sich in der Form
j=1

nach den Elementen der i-ten Zeile entwickeln. Analogerweise kann nach den Ele-
menten der k-ten Spalte entwickelt werden:

D= Z air, (—1)"* Dy (2.67)
i_1

Die Wahl der Zeile oder Spalte ist beliebig. Es ist natiirlich vorteilhaft, eine Zei-
le oder Spalte zu wéhlen, die viele Nullelemente enthédlt. Zum Beispiel sollte die
Determinante

1 4 -2
D=|0 1 3 (2.68)
4 -5 1



Per Jensen Mathematik B fir Chemiker SS 2004

nach der ersten Spalte oder nach der zweiten Zeile entwickelt werden. Entwicklung
nach der ersten Spalte ergibt

1 3 4 =2 4 -2
1L (_1)\1F1 . C(_1)2+1 . C(_1)3+L .
D = 1-(-1) ‘_51‘4—0(1) ‘_5 1‘—1—4(1) ‘1 3‘
= 1-(1-1=(=5)-3)+4-(4-3—-1-(-2)) =72 (2.69)
Entwicklung nach der zweiten Zeile ergibt
1 =2 1 4
1L (1242, C(_1\243 .
D = 1-(-1) ‘ 41 ‘—1—3 (-1) ‘ 4 5 ‘
= 1-(1-1-4-(-2)—3-(1-(=5)—4-4) =72 (2.70)

Determinanten hoéherer Ordnung kénnen durch Mehrfachanwendung des Ent-
wicklungssatzes immer in eine Summe von Unterdeterminanten 2-ter Ordnung ent-
wickelt werden.

Das Produkt

A = (1) Dy (2.71)

heifit das algebraische Komplement zam Matrixelement a;;.

Die Eigenschaften der Determinante n-ter Ordnung

(a) Vertauschen wir zwei Zeilen (oder zwei Spalten) einer Determinante, so wech-
selt sie ihr Vorzeichen. Beispiel:

1 3
‘ 45 ‘_17 (2.72)
aber
—4 5 3 1
B o1

(b) Enthélt eine Determinante eine Nullzeile (oder eine Nullspalte), so ist ihr Wert
Null. Beispiel:

1 2
0 0
789

10
=140 6|=0. (2.74)
70

O O W

Der Beweis fiir diesen Satz kann iiber die Laplace’sche Entwicklung nach den
Elementen der Nullzeile (oder Nullspalte) gefiihrt werden.
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(c) Der Wert einer Determinante dndert sich nicht, wenn wir zu einer Zeile ein
Vielfaches einer anderen Zeile addieren, oder wenn wir zu einer Spalte ein
Vielfaches einer anderen Spalte addieren. Beispiele:

1 3 1 3 1 4

U 2] e e

(d) Enthélt eine Determinante zwei gleiche Zeilen (oder zwei gleiche Spalten), so
ist ihr Wert Null. Beispiel:

1
4
1

N Ot DN
w o w
Il
e e
co Ot N

1
4|=0. (2.76)
7

(e) Ist in einer Determinante eine Zeile als Linearkombination anderer Zeilen dar-
stellbar, so ist der Wert der Determinante Null. Ist eine Spalte als Linearkom-
bination anderer Spalten darstellbar, so ist der Wert der Determinante Null.

Beispiel:
1 2 3 1 2 3
4 5 6|=|45 9 |=0. (2.77)
5 79 7 8 15

(f) Eine Determinante wird mit einer Zahl A multipliziert, indem wir alle Elemente
einer beliebigen Zeile oder Spalte mit A multiplizieren. Beispiel:

3 6 12 3 2 1 6
3"3 4‘_‘3 4‘_‘9 12‘_‘9 4‘_‘3 12‘__6' (2.78)

(g) Die Determinante einer Dreiecksmatrix (oder eine Diagonalmatrix) ist gleich
dem Produkt der Diagonalelemente mit

|A| = 110922433 ...0Apy = H ;- (279)
i=1

Durch Anwendung der Regel (c) konnen wir beliebige Determinanten in Deter-
minanten einer Dreiecksmatrix umwandeln. In Gln. (2.68)-(2.70) berechneten
wir durch Entwicklung nach Laplace

1 4 -2
D=0 1 3|=72 (2.80)
4 -5 1
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Addieren wir das 4-fache der ersten Zeile zur dritten Zeile, so erhalten wir
nach Regel (c):

1 4 -2
D=0 1 3/, (2.81)
0 —21 9

In dieser neuen Determinante multiplizieren wir die zweite Zeile mit 21 und
addieren das Ergebnis zur dritten Zeile:

1 4 —2
D=|01 3]. (2.82)
00 72

Die Grofle D kann jetzt als die Determinante einer Dreiecksmatrix berechnet
werden und hat den Wert

D=1-1-12="T72. (2.83)

Die Determinante eines Produktes zweier quadratischen Matrizen A und B
ist gleich dem Produkt der Determinanten der Einzelmatrizen:

det (A -B) =det (A) - det (B). (2.84)

Die Einheitsmatrix E hat die Determinante

det (E) = 1. (2.85)

Die Transformationsmatrix

( Cos & sina> (2.56)

—sina cos«

besitzt die Determinante

= cos’ a +sina = 1. (2.87)

cosa sino
—sina  cos«

Rang

Der Rang einer Matrix A, Rang (A), ist gleich der Ordnung der grofiten darin ent-
haltenen und von Null verschiedenen Determinante. Gleichzeitig ist der Rang gleich
der Maximalzahl linear unabhéngiger Zeilen oder Spalten. Der Rang ist sowohl fiir
quadratische als auch fiir nicht-quadratische Matrizen definiert.
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Fiir eine quadratische Matrix A der Dimension n x n gilt offensichtlich
Rang (A) < Dim (A) = n. (2.88)
Fiir eine nicht-quadratische Matrix A der Dimension ns X m4 gilt
Rang (A) < min (n4,ma) (2.89)

wobei min (n4, m4) gleich der kleinsten der beiden Zahlen n, und m 4 ist.
Der Rang einer Matrix bleibt unverdndert, wenn wir

e zwei Zeilen (oder Spalten) vertauschen.

e zu einer Zeile ein Vielfaches einer anderen Zeile addieren, oder zu einer Spalte
ein Vielfaches einer anderen Spalte addieren.

Betrachten wir zum Beispiel eine quadratische Matrix A der Dimension 4 x 4.
Ist det(A) # 0, so haben wir Rang (A) = 4. Ist dagegen det(A) = 0, miissen wir
Unterdeterminanten 3-ter Ordnung untersuchen. Finden wir eine solche Unterdeter-
minante, die ungleich Null ist, gilt Rang (A) = 3. Sind die Unterdeterminanten 3-ter
Ordnung alle Null, miissen wir die Unterdeterminanten 2-ter Ordnung berechnen.
Finden wir eine solche Unterdeterminante, die ungleich Null ist, gilt Rang (A) = 2.
Sind diese Unterdeterminanten auch alle Null, hat die Matrix, insofern sie nicht die
Nullmatrix ist, den Rang 1.

Die Nullmatrix hat den Rang 0.

Eine Dreiecksmatrix (oder Diagonalmatrix) A der Dimension n X n, fiir die alle
Diagonalelemente a;; # 0 sind, ist die Determinante mit [ [}, a;; # 0 und die Matrix
besitzt damit den Rang n.

Die Determinante der Matrix

1 2 0
A=1| -2 4 7 (2.90)

-1 6 7

berechnet sich nach
4 7 -2 7
RS FS (1142 .
N A PR FENC A e

= 1-(-14)+2-(-1)-(=7) =0, (2.91)

wenn wir nach der ersten Zeile entwickeln. Also ist Rang (A) < 3. Die “obere
rechte” Unterdeterminante

2 0
‘4 7‘_14 (2.92)
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ist aber ungleich Null, und damit ist Rang (A) = 2.
Die Determinante

1 2 3

Al=|2 4 6

369

=0 (2.93)

verschwindet. Mann kann einfach nachpriifen, dal alle neun Unterdeterminanten

2-ter Ordnung, zum Beispiel
1 2

5 4| =0 (2.94)

auch gleich Null sind. Alle Unterdeterminanten erster Ordnung sind aber ungleich
Null. Also ist Rang (A) = 1. Multiplizieren wir in der Matrix A die erste Zeile mit
2, erhalten wir die zweite Zeile. Multiplikation der ersten Zeile mit 3 erzeugt die
dritte Zeile, und durch Multiplikation der ersten Spalte mit 2 und 3 erzeugt man die
zweite bzw. dritte Spalte. In der Matrix A ist die Maximalzahl linear unabhéngiger
Zeilen oder Spalten also gleich 1. In dieser Weise kénnen wir auch erkennen, daf
Rang (A) =1 ist.

2.5 Weitere Begriffe

Transposition

Unter der transponierten Matriz A" einer Matrix A der Dimension ny4 X my ver-
stehen wir eine Matrix der Dimension m4 X n4 mit den Elementen

(aT)ij = Qjj- (295)
Eine quadratische Matrix (m4 = n,) wird bei der Transposition an der Hauptdia-
gonalen gespiegelt; nur die Diagonalelemente a;; bleiben auf ihren Plitzen.
Zum Beispiel erhalten wir aus

1 2
A=|5 6 7 38 (2.96)
9 10

die transponierte Matrix

AT = (2.97)

11

=W N =
\]
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Die Transposition eines Spaltenvektors

a1
a2
a—= a3 (298)
Qnp
ergibt einen Zeilenvektor
al =(ayayas ...a,). (2.99)

Die Transposition eines Zeilenvektors ergibt analogerweise einen Spaltenvektor.
Es gelten

(AHT = A (2.100)
(A+B)T = AT+ BT (2.101)
(A-B)Y = B'-A" (2.102)

Fiir eine quadratische Matrix gilt
det(A") = det(A). (2.103)
Gilt
AT=A (2.104)

sprechen wir von einer symmetrischen Matrix A.
Fiir eine Matrix A mit komplexen Elementen definieren wir die adjungierte Ma-
triz At mit den Elementen

(ah)i; = al;. (2.105)
Das heif3t
Al = (A" = (A")". (2.106)
Erfiillt A die Gleichung
AT=A (2.107)
heift sie selbstadjungiert oder hermitesch.
Die Matrix
(1427 34+4d
A_<5+6i 7+8i> (2.108)
hat die adjungierte Matrix
1—21 5—6¢
T
A_<3—4i 7—82’)' (2.109)
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Die Matrix

B 1 3+ 41
A= ( 3 4 - > (2.110)
ist hermitesch. Alle symmetrischen Matrizen mit reellen Elementen sind hermitesch
(warum?).

Inverse Matrizen

A ist eine Matrix der Dimension n4 X m4. Die Matrix B der Dimension m4 X n4
heiflt linksinvers zu A wenn gilt

B-A=E, (2.111)

wobei E eine Einheitsmatrix der Dimension my X my, ist. Die Matrix B heifit
rechtsinvers zu A wenn gilt
A-B=E, (2.112)

wobei E eine Einheitsmatrix der Dimension n4 X n4 ist.

Eine quadratische Matrix A der Dimension n x n hei8t regulir (oder nicht-
singuldr), wenn es eine Matrix A~! gibt, die sowohl linksinvers als auch rechtsinvers
zu A ist. A~! heifit die Inverse zu A:

A-A'=A'" A=E (2.113)

Eine quadratische Matrix A, die keine Inverse besitzt, heif3t singuldr. Nicht-quadra-

tische Matrizen sind immer singulér.
Es gilt (Gln. (2.84) und (2.113))

det (A) - det (A™") = det (E). (2.114)
Ferner ist nach Gln. (2.79)
det (E) = 1 (2.115)
und damit .
1\ __
det (A7) = ot (A)’ (2.116)

Hieraus folgt, da$ A~! nur dann existiert, wenn det (A) # 0 ist.

Fiir eine quadratische Matrix A mit det (A) # 0 konnen wir die Elemente der
inversen Matrix durch die algebraischen Komplemente (Gln. (2.71)) ausdriicken. Es
gilt

Ay Ay Ay o0 An

_ 1 Ag Ay Az ... Apo
A 1 — m . . . (2117)

Aln A2n A3n e Ann
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Hierbei ist auf die “transponierte” Indizierung zu achten. Berechnen wir mit dieser
Definition ein Diagonalelement (AA™!).. der Matrix (AA™"), erhalten wir

(AATY). det Zaw i = (2.118)

wobei wir Gln. (2.66) und (2.71) benutzt haben. Ein Auflerdiagonalelement dieser
Matrix (AA 1), mit k # i ist gegeben durch

(AATY), = det Z aij Arj. (2.119)

Nach Gln. (2.66) und (2.71) ist (AA 1), die Determinante einer Matrix, die aus
der Matrix A dadurch hervorgegangen ist, dafy wir die k-te Zeile durch die i-te Zeile
ersetzt haben, ohne dabei die i-te Zeile zu verdndern. Die resultierende Matrix hat
zwei gleiche Zeilen und ihre Determinante verschwindet. Das heifit

—1 o
(AA 1), =0. (2.120)
Wir haben jetzt gezeigt, dafl
AA=E (2.121)

ist. Mittels analoger Argumente kénnen wir zeigen, daf}
A'A=E (2.122)

ergibt.
Die Inverse der Matrix

A= ( i > (2.123)

Q21 A22

mit der Determinante

D= 11 A22 — Q12 Q921 7£ 0 (2124)
berechnet sich nach Gln. (2.117) zu
1 _
Al= < 22— ) . (2.125)
G11 G2z — (12 A21 —a21 a11
Einige Rechenregeln:
det (A7) = L (2.126)
det (A)
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(A-B)'=B7'.- AL (2.127)
(AT = (A", (2.128)
E'=E, (2.129)

wobei E eine Einheitsmatrix ist.

Orthogonale Matrizen

A sei eine Matrix der Dimension ny X m4. Eine reelle quadratische Matrix heif3t

dann orthogonal, wenn gilt
Al=A"T (2.130)

Die Spalten einer orthogonalen Matrix sind orthogonal zueineinander. Daher gilt

n

Zaki akj = 0jj (2.131)

k=1

Entsprechend gilt fiir die Zeilen
Z Qi Qi = 5zg (2132)
k=1

Da fiir eine orthogonale Matrix A~! = AT ist, haben wir
ATA =E, (2.133)
wobei E eine Einheitsmatrix ist. Das heifit
det (ATA) = det (E) = 1, (2.134)
Die Gleichungen (2.84) und (2.103) ergeben
det (A") - det (A) = [det (A)]* =1 (2.135)

und wir folgern, dafl
det (A) = £1 (2.136)

ist. Die Determinante einer orthogonalen Matrix ist also +1 oder —1.
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Beispiele fiir orthogonale Matrizen sind die Transformationsmatrizen aus Glei-
chung. (2.13):

A= ( cpsa s o > . (2.137)
—sino  cosw
Fiir diese Matrizen erhalten wir
AT A — Cf)soz —sina |\ cgsa sinac ) 1 0 7 (2.138)
sin « COS v —slnoa  CoS« 01
und
AAT - cpsa sina ) cpsa —sina ) _ 10 ' (2.139)
—sino Cos« sin o CcOS & 01

Folglich ist Gln. (2.130) erfiillt.

Ahnlichkeitstransformation

Zwischen den beiden n-komponentigen Vektoren

21 Y1
T2 Y2
=1 %3 und 7= | Y3 (2.140)
Tn Yn
besteht der Zusammenhang
y=A%, (2.141)

wobei A eine quadratische Matrix der Dimension n x n ist.
Wir unterwerfen jetzt beide Vektoren ¥ und 7 einer Transformation:

X=S# und Y=87 (2.142)

wobei S eine quadratische Transformationsmatrix der Dimension n X n ist.
Wie sieht nun der Zusammenhang zwischen X und ) aus? Gleichung (2.142)
liefert

F=8"'X und 7=S"'Y. (2.143)
Eingesetzt in Gln. (2.141) ergibt
S'Y=AS"'X (2.144)
und damit _ _
Y=SAS'X. (2.145)
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Der Zusammenhang zwischen X und Y besteht also in
V=A'X, (2.146)
wobei die neue Transformationsmatrix durch
A'=SAS! (2.147)

gegeben ist. )
Wir sagen, dafl wir die Matrix A’ durch eine Ahnlichkeitstransformation Zwi-
schen den beiden n-komponentigen Vektoren der Matrix A erhalten haben.
Es gilt:
det (A') =det (SAS™) = det(S) det(A) det (S7)
= det (S) det (S7') det (A) (2.148)
Da wir mit
SS!'=E (2.149)

eine Einheitsmatrix der Dimension n X n erhalten, gilt
det (SS7') = det (S) det (S7") = det (E) = 1. (2.150)
Setzen wir dieses Ergebnis in Gln. (2.148) ein, so konnen wir schreiben
det (A') = det (SAS™!) = det (A) (2.151)

Ferner gilt:
Spur (A’) = Spur (SAS™") = Spur (A) (2.152)
Diese Behauptung konnen wir wie folgt beweisen: Wir bezeichnen allgemein das

Element in der i-ten Zeile und j-ten Spalte einer Matrix X (wobei im vorliegenden
Fall X = A, A, S, S7!, ... ist) als (X)m In dieser Notation haben wir

n

Spur (SAS™') = ) (SAS™),

- ZZ(S A)ij (Sil)ji
- Z Z Z (S)Zk (A)kj (S_l)ji
- Z Z (A)kj [Z (S_l)ji (S)zk] (2-153)
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Nach den Regeln der Matrixmultiplikation ist aber

n

Z (S_l)ji (S)zk = (S_l S)jk = (E)]k = 5jka (2'154)
i=1
wobei wir benutzt haben, daf}
SIS = E (2.155)
ist. Damit erhalten wir
Spur (SAS™) =" (A),; dx =D _(A),; =Spur(A). (2.156)
j=1 k=1 j=1

Betrachten wir als Beispiel fiir Gln. (2.141)

(53)2(3§>(§;) (2.157)

der Vektor i entsteht hier durch eine “Streckung” um einen Faktor 3 entlang der
xo-Richtung. Transformieren wir jetzt das Koordinatensystem, in dem die Vektoren
Z und 7 ausgedriickt werden, mit der Transformationsmatrix

_ cos% sing - 01
S_<—sin1 c0s5>_<—1 0/ (2.158)

2 2

Diese Matrix beschreibt eine Drehung des Koordinatensystems um 90° (Gln. (2.13)).
Da S orthogonal ist, gilt

-1 __ T _ 0 —]_
S'=s§ _<1 0). (2.159)

Wir berechnen daher nach Gln. (2.147)
0 -1
1 0

A = SAS‘1:<_(1) é)(é
:<_$é>(g_é>:< (1)> (2.160)

Im vorliegenden Fall wird also Gln. (2.146)

(%:)Z(g(f)(;;) (2.161)

Der Vektor i entstand durch eine “Streckung” des Vektors # um einen Faktor 3
entlang der z,-Richtung. Nachdem wir das Koordinatensystem um 90° gedreht

0
3
3
0
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haben, liegt die neue X;-Achse dort, wo die alte z5-Achse frither lag und die neue
Xo-Achse liegt dort, wo die alte x;-Achse friiher lag. Folglich entsteht im neuen
Koordinatensystem der Vektor Y durch eine “Streckung” des Vektors X um einen
Faktor 3 entlang der A}-Richtung.

Priifen Sie nach, dafl die Matrizen A und A’ des obigen Beispiels die Gleichun-
gen (2.151) und (2.152) erfiillen.

2.6 Lineare Gleichungssysteme

Am Anfang dieses Kapitels diskutierten wir die zwei Gleichungen (2.2) und (2.3)
2 —y = —1 (2.162)
3r+y = 4, (2.163)

mit den beiden Unbekannten x und y. Diese Gleichungen lassen sich in Matrixform

schreiben:
() (G)=() 2154

Wir mochten jetzt solche Gleichungssysteme analysieren und betrachten n lineare

Gleichungen mit den n Unbekannten xy, x9, x3, ..., Tp:
a1 ry +apls+...+ta,,xr, = b1
A91 L1+ Ao XTg + ...+ Aoy &y, = b2
g1 T1 + U2 To + ...+ Ay Ty, = by (2.165)
Andere Schreibweisen fiir das Gleichungssystem sind
n
Zaikxk:bi, i:1,2,3,...,n, (2166)
k=1
oder
AZX=0b, (2.167)
wobei
app a2 Gz ... Qip T by
Q21 Q22 G23 ... Q2p ) by
A= au ax a3 ... @ | F=| T3 und b= | b3 (2.168)
ap1 QAp2 Ap3 ... Qpp Tn bn
ist.
Falls by = by = b3 = ... = 0 ist, sprechen wir von einem homogenen, ansonsten

von einem inhomogenen Gleichungssystem.
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Die Eigenschaften linearer Gleichungssysteme

(a) Das lineare Gleichungssystem A # = b ist dann und nur dann l6sbar, wenn der
Rang der Koeffizientenmatrix A gleich dem Rang der erweiterten Koeffizien-

tenmatrix
a1 Gz Q13 ... Qi | b
a1 Qoo Qo3 ... Qo | by
Ab=| @z azx as ... as, | b (2.169)
p1 Ap2 Ap3z ... Qg bn

der Dimension n x (n + 1) ist:

Rang (A) = Rang (A|b). (2.170)

(b) Ein homogenes lineares Gleichungssystem A & = 0 (wobei 0 der Nullvektor
ist) ist somit immer lsbar; es hat die triviale Losung & = 0.

(c) Die Losungsmannigfaltigkeit eines losbaren Systems ergibt sich aus
K =Dim (A) — Rang (A) =n — Rang (A) (2.171)
wie folgt (&, ¥1 und &y sind n-Komponenten-Vektoren):

K =0: Es gibt genau eine Losung ¥ = &,

K =1: Die Losungen bilden eine einfach unendliche Menge von Vektoren ¥ = &
+ A7y, wobei A € R willkiirlich ist,

K = 2: Die Loésungen bilden eine zweifach unendliche Menge von Vektoren ¥ =
[1?0 + M T+ A fg, wobei )\1, Ay € R willkiirlich sind,

und so weiter.

(d) Ein homogenes lineares Gleichungssystem A # = 0 hat demnach auBer der
trivialen Losung & = 0 noch weitere Losungen, wenn det(A) = 0 ist. In
diesem Fall ist ndmlich Rang (A) < n und damit K > 0.

Das Gleichungssystem

1 0 2 al 0
0 3 1 T =10 (2.172)
1 -2 -3 23 0
hat die Koeffizientenmatrix
1 0 2
A=10 3 1]. (2.173)
1 -2 -3
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Wir entwickeln det(A) nach der ersten Spalte und erhalten

3 1
5 s =7-6=-13. (2.174)

det(A) = ‘ 3 1

+
Das Gleichungssystem hat also nur die triviale Losung @ = 0. Wir kénnen
dieses nachpriifen, indem wir das Gleichungssystem wie folgt aufschreiben:

T 4+2x3 = 0 (2.175)

Wir subtrahieren Gln. (2.175) von Gln. (2.177) und erhalten damit ein dqui-
valentes Gleichungssystem

214225 = 0 (2.178)

Multplikation der Gln. (2.179) mit 2/3 und Addition zu Gln. (2.180) ergeben

13
—g o = 0. (2.183)

Gleichung (2.183) hat die Losung x3 = 0 und Einsetzen in Gln. (2.181) und (2.182)
liefert ©; = x5 = 0. Wir haben also bestiitigt, dafl das Gleichungssystem in
Gln. (2.175)-(2.177) nur die triviale Losung & = 0 besitzt.

Als weiteres Beispiel betrachten wir das Gleichungssystem

2 —1 5 T 0
1 1 -2 2 | = 0 (2.184)
2 0 6 T3 0

mit der Koeflizientenmatrix

2 -1 5
A= -1 1 —2]. (2.185)
2 0 6

Wir entwickeln det(A) nach der dritten Zeile und erhalten

-1 5
1 -2

2 -1

det(A) =2- ‘ 1 1

‘+6-‘ ‘:2-(—3)+6-1:0. (2.186)
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Damit ist auch Rang (A) kleiner Dim (A). Wir finden eine Unterdeterminante
zweiter Ordnung verschieden von Null, beispielsweise

| o | =370, (2.187)

1
so dafl Rang (A) = 2 ist. Alsoist K = Dim(A) — Rang (A) =3 — 2 =1, und
die Losungen des Gleichungssystems konnen als ©¥ = Zy + A, aufgeschrie-
ben werden. Wir konnen dieses Ergebnis bestitigen durch Umformung des
Gleichungssystems. Wir fangen an mit

2.188
2.189
2.190

2$1—$2+5[L‘3 =
—I +ZL‘2—2.733
211 +6x3

I
o o o

(2.188)
(2.189)
(2.190)
(2.188)

Multiplikation der Gln. (2.189) mit 2 und Addition zu den Gleichungen (2.188
und (2.189) erzeugen das Gleichungssystem

—x1 + X9 — 21‘3 =0 (2192)
22y +223 = 0. (2.193)

Wir multiplizieren Gln. (2.191) mit —2 und addieren das Ergebnis zu Gln. (2.193):

—1 40— 225 = 0 (2.195)
0 = 0 (2.196)

Gleichung (2.196) ist trivialerweise erfiillt. Setzen wir x3 = A, so erhalten
wir durch Einsetzen in Gln. (2.194) x5 = —\ und durch weiteres Einsetzen in
Gln. (2.195) x; = —3 A. Die Losungen des Gleichungssystems lauten damit
wie erwartet:

1 -3 0 -3
2z | =X =1 ]=(0]+x]| =1 (2.197)
s 1 0 1

(e) Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems éndert sich nicht bei soge-
nannten elementaren Zeilenoperationen. In einer elementaren Zeilenoperation
wird eine der n Gleichungen, zum Beispiel die mit dem Index £,

ak1x1+ak2x2+...+aknxn:bk, (2198)
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mit einer Zahl A\ multpliziert,
A1 1+ Ao To + ..+ XAy Ty, = by, (2.199)

und das Ergebnis wird zu einer anderen Gleichung (zum Beispiel mit Index p)
addiert:

(apr + Aagy) 1+ (ap2 + Aag2) To+ ...+ (apn + A agn) T = by + Abi (2.200)

Unter Punkt (d) haben wir bereits mehrere solcher Zeilenoperationen durch-
gefiihrt.

Ist &y ein spezieller Losungsvektor (eine sogenannte partikulire Lésung) des
l16sbaren inhomogenen Gleichungssystems A ¥ = 5, so erhélt man alle Lésungen
¥ dieses Systems, wenn wir zu &y die Losungen des entsprechenden homogenen
Systems A &, = 0 addieren:

T=Ty+ Ty (2.201)

Das inhomogene lineare Gleichungssystem A 7 = b besitzt genau dann eine
eindeutige Losung, wenn det A # 0 ist. In diesem Fall hat das entsprechende
homogene Gleichungssystem A ¥ = 0 die eindeutige Losung ¥ = 0.

Das Gleichungssystem

1 0 2 7 1
0 3 1 o | =1 0 (2.202)
1 -2 -3 3 2

hat die in Gln. (2.173) gegebene Koeffizientenmatrix A mit der Determinante
det(A) = —13. Wir schreiben das Gleichungssystem als

schreiben. Wir subtrahieren Gln. (2.203) von Gln. (2.205) und erhalten damit
das dquivalente Gleichungssystem

—2xy—bHay = L. (2.208)
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Multplikation der Gln. (2.207) mit 2/3 und Addition zu Gln. (2.208) ergeben

13
—g o = L (2.211)

Gleichung (2.211) hat die Losung x5 = —3/13. Einsetzen in Gln. (2.210) liefert
nun e = 1/13, und weiteres Einsetzen in Gln. (2.209) ergibt x; = 19/13. Die
Losung des Gleichungssystems ist damit

il 19
1

m |=—1| 1]. (2.212)
13

T3 -3

Als eine bequeme Kurzschreibweise fiir ein Gleichungssystem, zum Beispiel

1 1 1 7 4
1 2 -1 | =5 ], (2.213)
1 -1 5 23 2

geniigt es, die erweiterte Koeffizientenmatrix nach Gln. (2.169), hier

Ab =

—_ = =

4
5, (2.214)
2

aufzuschreiben. Wir konnen jetzt elementare Zeilenoperationen in dieser Matrix
ausfiihren und erhalten zunchst

1 1 1
0 1 -2 1], (2.215)
0 -2 4 -2
und dann
11 1 4
01 -2 1 ]. (2.216)
00 00

Die dritte Gleichung des transformierten Systems ist trivialerweise erfiillt. Die bei-
den verbleibenden Gleichungen sind

29— 2135 = 1. (2.218)
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Wihlen wir hier x3 = A, so erhalten wir

T 3 — 3\ 3 -3
wm =1 +2ax|=[1]+x]| 2]. (2.219)
XT3 A 0 1

Das definierte Gleichungssystem
1 1 10
Ab=| 1 2 -1 0 |, (2.220)
1 -1 50

hat dieselbe Koeffizientenmatrix wie das System in Gln. (2.214) aber einen anderen

b-Vektor. Die in Gln. (2.215) und (2.216) durchgefiihrten Zeilenoperationen ergeben
in diesem Fall

11 10
01 =2 0 |, (2.221)
00 0O
bzw.
T +2x9+2x3 = 0 (2222)
Mit 23 = A ermitteln wir hier
T -3
To | =\ 2 |. (2.224)
I3 1

Wir sehen, daf§ die in Gln. (2.219) vollsténdige Losung des inhomogenen Gleichungs-
systems in Gln. (2.213) sich als eine Summe zweier Terme schreiben ld8t. Der erste
Term

3
fo=1|11, (2.225)
0

ist eine partikuldre Losung des inhomogenen Gleichungssystems, und der zweite
Term
-3
Th=A\- 2 1. (2.226)
1

ist die vollsténdige Losung des homogenen Gleichungssystems in Gln. (2.220).
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Als Beispiel fiir ein drittes Gleichungssystem mit derselben Koeffizientenmatrix

A betrachten wir
) , (2.227)
.2

so lisst sich durch die Zeilenoperationen der Gln. (2.215) und (2.216) in

Ab =

—_ = =

1
2 _
—1

U = =

4
3
3

[en BNl

1
1 —
0

O N =

4
1 (2.228)
1

umwandeln. Dieses Gleichungssystem ist nicht losbar, da die dritte Gleichung einen
Widerspruch beinhaltet. Die erweiterte Koeffizientenmatrix Ab in Gln. (2.227) hat
den Rang 3, da die Unterdeterminante

1 1 4
2 -1 5|=-3 (2.229)
-1 5 3
ist. Die Koeflizientenmatrix
1 1 1
A= 1 2 —1 (2.230)
1 -1 5

hat det (A) = 0, aber Rang (A) = 2, da die Unterdeterminante
11
‘ - ‘_ 1 (2.231)

ist. Damit haben wir Rang (A) # Rang (Ab), das heifit, ein nicht-losbares Glei-
chungssystem.
Verallgemeinerung

Haben wir allgemein m lineare Gleichungen mit n Unbekannten, miissen wir drei
Fille unterscheiden:

e m = n: Diesen Fall haben wir hier in allen Einzelheiten behandelt.

e m < n: Das Gleichungssystem ist unterbestimmt. Ist Rang (A) # Rang (Ab),
so ist das System nicht 16sbar. Fiir Rang (A) = Rang (Ab) gibt es unendlich
viele Losungen in der Form von “Geraden”, “Ebenen” etc.
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e m > n: Das Gleichungssystem ist uberbestimmt. Gibt es im System Gleichun-
gen, die linear abhéngig von anderen Gleichungen sind, kénnen diese eliminiert
werden und das System damit moglicherweise in ein (m = n)- oder (m < n)-
Problem umgewandelt werden. Ansonsten ist keine exakte Losung moglich.
Man kann in diesem Fall durch Ausgleichsrechnung eine optimale Losung (das
heiflt, eine Losung, die die Gleichungen mit der kleinsten Abweichung erfiillt)
ermitteln.

Berechnung der inversen Matrix

In Gln. (2.117) haben wir bereits einen allgemeinen Ausdruck fiir die Elemente der
inversen Matrix A~! gegeben. Diese Elemente kénnen jedoch auch durch Losung
von linearen Gleichungssystemen bestimmt werden. Ist A eine quadratische Matrix
der Dimension n x n und E eine Einheitsmatrix der Dimension n x n, erfiillt die
Matrix X = A~! die Gleichung

AX=E. (2.232)

Fir n = 2 kénnen wir diese Gleichung als

ap; a2 T11 T12 10
= 2.233
( Q21 Q22 > ( To1 T22 > ( 01 > ( )

aufschreiben. Diese Gleichung 1488t sich auch als zwei Gleichungssysteme schreiben,

namlich
a1 a12 T11 1
= 2.234
(a21 a22>(x21> <0> ( )
( i > ( 2 > = ( V > . (2.235)
Q21 A22 X22 1

Im Allgemeinfall konnen wir offensichtlich Gln. (2.232) als n lineare Gleichungssyste-
me ausdriicken. Jedes Gleichungssystem liefert als Losung eine Spalte der inversen
Matrix A=, Wir kénnen damit alle Elemente der inversen Matrix durch Losung
der Gleichungssysteme erhalten.

Benutzen wir eine Notation analog zur erweiterten Koeffizientenmatrix in Gln. (2.169),
so konnen wir die n Gleichungssysteme, die A~! als Losung liefern, als

und

(A|E) (2.236)

aufschrieben. Fiir die zwei Gleichungssysteme in Gln (2.233) erhalten wir zum
Beispiel die Kurzform
(an a2
Q21 Q22

43

o > . (2.237)



Per Jensen Mathematik B fir Chemiker SS 2004

Wir kénnen jetzt elementare Zeilenoperationen in dieser Matrix ausfiihren und da-
mit die zwei Gleichungssysteme “in einem Aufwasch” losen. Konnen wir durch

Zeilenoperationen die Matrix in
1 0fr s
(10 2) o238

iiberfiihren, so haben wir die Gleichungssysteme in
10 11 T12 . r S
umgewandelt. In diesem Fall gilt trivialerweise x1; = 7, 19 = S, 91 = ¢ und x99 =
u, das heiflt
-1 __ r s
A7 = ( P > . (2.240)

Im Allgemeinfall zielen wir also darauf, die Matrix in Gln. (2.236) durch Zeilenope-
rationen auf die Form

(E|B) (2.241)

zu bringen, da genau dann A~! = B ist.

Fiir
1 3
A = ( 5 _1 > (2.242)

1 3[1 0
(2 1o 1). (2.243)

Durch Zeilenoperationen erhalten wir zunéchst

((1) _i‘_; (1)> (2.244)
(0
Al= < ) : (2.246)

Priifen Sie nach, ob Gln. (2.125) dieselbe Matrix A~! liefert.
Fiir die Matrix

liefert Gln. (2.236)

und dann

=W

> . (2.245)

N~

Also gilt

N~
= ~lw

0
70 (2.247)
0
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lautet das Koeffizientenschema in Gln. (2.236)

10 3|1 00
07 0]0 10 (2.248)
2 0 —-1(0 0 1
Zeilenoperationen ergeben
10 3]/ 100 )
o7 0] 010, (2.249)
00 =7|-2 01
1 3/1 0 O
01 0/0 % 0 ) (2.250)
00120 -2
und 1 00[z 0 2
7 7
0100 2 0), (2.251)
00120 —2
so dafy . ,
Al = 6 g 6 > (2.252)
: .
20 -
ist. Priifen Sie nach, ob die Gleichungen AA~! = A~'A = E erfiillt sind.

2.7 Das Matrixeigenwertproblem

Wir betrachten eine quadratische Matrix A der Dimension n x n, n-komponentige
Vektoren ¥y, 7o, ..., &, und komplexe Zahlen A € C.

Gesucht sind zu einer solchen Matrix A diejenigen Vektoren Z; und die komplexen
Zahlen \;, fiir die gilt:
Diese Gleichung kann auch als

ausgedriickt werden, wobei E eine Einheitsmatrix der Dimension n X n ist. Damit

haben wir
(A—-NE) 7 =0. (2.255)
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Die Matrix
ain — A ai2 a3 - Qip
a21 A — A; 23 - Q2op
A-)\E= a31 a32 ags — Ai ... (3n (2.256)
ap1 Apn2 An3 Y )\z

heifit die charakteristische Matriz. Die Zahlen \; heiflen Figenwerte der Matrix A,
und die Vektoren 7; sind die zugehorigen Figenvektoren der Matrix A.

Mit Z; = 0 sind die Gleichungen (2.253) und (2.255) fiir jeden Wert von
erfiillt. Der Nullvektor 0 gilt aber definitionsgemifl nicht als Eigenvektor. Damit
Gln. (2.255) Losungen mit &; # 0 besitzt, mufl die charakteristische Gleichung

det (A — \E) =0 (2.257)

erfiillt sein.

Wegen der unendlichen Losungsmannigfaltigkeit erhalten wir fiir jeden Eigenwert
A; unendlich viele Eigenvektoren, die wir als aZ; schreiben konnen, wobei a € C
beliebig ist. Erfiillen \; und Z; die Gln. (2.253) und multiplizieren wir beide Seiten
dieser Gleichung mit «

A (afy) =N (ady), (2.258)
dann erfiillen auch \; und a #; die Eigenwertgleichung. Man wihlt a oft so, daf |« ;|
=1 (mit o > 0) ist. In diesem Fall spricht man von normierten Eigenvektoren.

Um das Eigenwertproblem einer gegebenen, quadratischen Matrix A der Dimen-
sion n X n zu losen, gehen wir wie folgt vor:

1. Zunéchst 16sen wir die charakteristische Gleichung
det (A —AE) =0. (2.259)

Die linke Seite dieser Gleichung ist ein Polynom (das charakteristische Poly-
nom) n-ter Ordnung in \; die n Eigenwerte der Matrix A sind die n Nullstellen
Ai (i=1,2,3,..., n) dieses Polynoms.

2. Fiir jeden Eigenwert \; bestimmen wir die zugehorigen Eigenvektoren &; durch
Losung des Gleichungssystems

(A-\E) Z =0. (2.260)

Als Beispiel betrachten wir die Matrix

A= ( e > . (2.261)
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Die charakteristische Gleichung ist

‘1—)\ 0

e, ‘ =0 (2.262)

oder
(1-X) (2=X)=0. (2.263)

Die Eigenwerte der Matrix A erhalten wir als die Losungen dieser Gleichung:
)\1 =1 und )\2 =2 (2264)

Wir bestimmen jetzt die Eigenvektoren, die zum Eigenwert \; = 1 gehoren, indem
wir das Gleichungssystem

1— )\1 0 —_ 1— )\1 0 T11 o 0
( -1 2—A1>‘”1_< -1 2—)\1><x12>_<0> (2.265)
l6sen. Einsetzen von A\; = 1 liefert die beiden Gleichungen

0- 11 + 0- T2 = 0 (2266)

Gleichung (2.266) ist trivialerweise erfiillt fiir alle (211, z12), aber Gln. (2.267) ergibt
11 = T19. (2268)

Mit z1; = « haben wir damit

:5‘;(22):(2) (2.269)

Dieser Vektor soll, zusammen mit \; = 1, die Eigenwertgleichung

() (0)=(2)=r(2) eem

Wir stellen fest, dafl die Eigenwertgleichung erfiillt ist.
Der Eigenvektor #; ist dann normiert, wenn

|21_3"1| =V .7?1 N ZJ_L"l == 1 (2272)
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ist. Fiir den normierten Vektor gilt also
T -7 =af +ao? =1, (2.273)

und damit 1
o= —. 2.274

Der zum Eigenwert A\; = 1 gehorende, normierte Eigenvektor ist folglich

a:(iﬁ%). (2.275)

Die zum Eigenwert Ay = 2 gehorenden Eigenvektoren berechnen sich aus

1—)\2 0 — 1—)\2 0 T21 . 0
( -1 2—A2>‘”2_< -1 2—)\2><x22>_(0>' (2.276)

Einsetzen von Ay = 2 liefert die beiden identischen Gleichungen

:55:(22):(2) (2.279)

wobei « beliebig ist. Einsetzen in die Eigenwertgleichung

mit der allgemeinen Losung

zur Probe ergibt hier

() ()=()=2 () e

Die Eigenwertgleichung ist erfiillt. Normierung des Eigenvektors nach
Ty To=0"+a*=1 (2.282)

liefert
a=1 (2.283)

und damit lautet der zum Eigenwert A\, = 2 gehorende, normierte Eigenvektor

@:(?). (2.284)
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Per Jensen

Einige Sitze
(a) Hat die charakteristische Gleichung
det (A — AE) =0 (2.285)

n verschiedene Losungen \;, so gilt
— zu jedem \; gibt es genau einen Eigenvektor #; bestimmt bis auf einem

Faktor a und
— die n verschiedenen Eigenvektoren 7; sind linear unabhéngig.

Man spricht von Entartung, wenn mehrere Eigenwerte gleich sind.
(b) Ist die Matrix A reell und symmetrisch (AT = A), so gilt:

— alle n Eigenwerte sind reell.
— Eigenvektoren Z; und &, die zu verschiedenen Eigenwerten gehoren, sind

zueinander orthogonal: Z; - Z; = 0.
— Es 148t sich eine reelle orthogonale Matrix C finden, so dafl

B=C'AC (2.286)
eine Diagonalmatrix
A 000 0
0 X O ... O
B = 0 0 A3 ... O (2.287)
0 0 0 ... A\

ist; ihre Diagonalelemente sind die Eigenwerte \; der Matrix A. Die
Spalten von C entsprechen den Eigenvektoren von A:
Chi

C

S

Cm'
Man sagt, dal C ' A C eine Hauptachsentransformation von A ist.

Gleichung (2.151) (mit S = C~!) besagt, da8

det (B) = det (A) (2.289)
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ist. Aus Gln. (2.287) erhalten wir

det (B) = At Ao As... A = [ [ N, (2.290)
=1
und damit .
[[) =det(A). (2.291)
=1

Das Produkt der Eigenwerte von A ist gleich der Determinante von A.
Gleichung (2.152) (mit S = C!) besagt, da8

Spur (B) = Spur (A) (2.292)

ist. Aus Gln. (2.287) erhalten wir

n

Spur (B) = ) " A, (2.293)
=1
und damit .
> X = Spur(A). (2.294)
=1

Die Summe der Eigenwerte von A ist gleich der Spur von A.

Beispiel: Wir bestimmen die Eigenwerte und Eigenvektoren der symmetrischen

Matrix /3
7 —=3V3
A= . 2.2
( —3V3 13 ) (2.295)
Die charakteristische Gleichung lautet
T-X =3V3
‘ 33 13- A =0 (2.296)
oder
(7T—A) (13=X) =27 =X —20\+64 = 0. (2.297)

Die Eigenwerte der Matrix A erhalten wir als die Losungen dieser Gleichung:
A =4 und Xy = 16. (2.298)

Priifen Sie nach, ob Gln. (2.291) und (2.294) erfiillt sind.
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Der zum Eigenwert \; = 4 zugehorige Eigenvektor
& = ( ‘i > (2.299)
€21

erfiillt

7T—-4 -3V3 e\ 3 —3V3 en) [0 (2.300)
—3v3 13-4 1)\ -3v3 9 1) \0)" 7
Die beiden Gleichungen im Gleichungssystem sind linear abhingig und liefern die
Beziehung

C11 — \/3021. (2301)
Das heifit
¢ = ( V3a > : (2.302)
«
wobei a beliebig ist. Damit ¢; normiert ist, mufl gelten
3+ =1, (2.303)
und damit )
a=3. (2.304)

Der normierte Eigenvektor ist also

(2.305)

o1
Il
DN | = l\7|é|

Analogerweise findet man den zum Eigenwert Ay = 16 zugehorigen normierten Ei-
genvektor

(2.306)

St
I
“ﬁ m!r—t

Die beiden Eigenvektoren ¢; und ¢ gehoren zu verschiedenen Eigenwerten einer
reellen symmetrischen Matrix, und wir bestétigen, dafl

ist. Die beiden Eigenvektoren sind orthogonal.
Die Matrix C in Gln. (2.286) ergibt sich im vorliegenden Beispiel als (siehe
Gln. (2.288))

C= (2.308)

I

= e

“|S |
Wl o=

o1
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5.0
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Abbildung 2.2: Die Ellipse ist definiert durch die Gleichung 7 2? — 6 /3 x; 2o + 13 22
= 64.

Diese Matrix ist orthogonal, und damit gilt auch

V3

Cflch: 2

1
2
2 (2.309)

2

N[

Die Hauptachsentransformation der Matrix A ist folglich

Vi1 7 33\ [ &
(54) (s (7 )
_ (312>:(A5 AS)' (2.310)

Die Gleichung (2.286) (mit der Matrix B definiert in Gln. (2.287)) ist also erfiillt.
Die Bestimmung von Matrix-Eigenwerten spielt eine wichtige Rolle bei quan-
tenmechanischen Berechnungen in der theoretischen Chemie. Wir werden hier eine
andere Anwendung der Hauptachsentransformation, die Vereinfachung einer soge-
nannten quadratischen Form, exemplarisch darstellen. Betrachten wir die Funktion

C'AC

SN
Wik |~
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zweier Variablen
f([l?l,.l'z) = a1 .ZC%+20/12$1 o + Q99 .ZC%, (2311)

so konnen wir einfach nachvollziehen, dal wir diese Funktion als
flxy, ) =T AT (2.312)

schreiben kénnen, wobei
7= ( - ) und A = ( iz ) (2.313)
) a2 Q22

sind; A ist also eine symmetrische Matrix. Die Funktion in Gln. (2.311) nennt man
eine quadratische Form. Der Trick ist nun, durch eine Koordinatentransformation

neue Koordinaten
- Y1 -1 [ T1 -1 -
- =C =C 2.314
=)= (5)=0 2311

zu definieren. Dann gilt
f=C¢ und T =4 CT =47 C!, (2.315)

wobei wir die Tatsache benutzt haben, dafi C orthogonal ist. Einsetzen in Gln. (2.312)
ergibt

fy, ) =7 " CTACY. (2.316)
Da \
e (MO
C'AC= ( 0 > (2.317)

ist, haben wir
N )\1 0 R
fly,y2) = 9 ( 0 a )Y
AN O
= (y112) ( 01 Ay > ( z; > =Myl + Ayl (2.318)

Durch die Koordinatentransformation haben wir eine Vereinfachung der Funktion f
erreicht; es gibt im neuen Ausdruck keinen “Kreuzterm” mehr, der proportional zu

Y1 Y2 ist.
Nehmen wir als Beispiel die Matrix A in Gln. (2.295) als Koeffizientenmatrix in
Gln. (2.312). Die entsprechende quadratische Form ist

fwy,20) = T2 — 632y 29 + 1322, (2.319)

Die Gleichung
f(x1,m2) = A1 A, (2.320)
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5.0
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Yy

Abbildung 2.3: Die Ellipse ist definiert durch die Gleichung (y,/4)* + (y2/2)* = 1.

das heif3t
722 — 63z xy + 1322 = 64, (2.321)

definiert eine Ellipse in der (z1, z3)-Ebene (Abb. 2.2). Die Ellipse steht “schrig” im
Koordinatensystem. Durch die Koordinatentransformation

Y1 1 VAR
y:<y2>:C_ T = _21 é x (2.322)
2 2
erhalten wir
Fyi,ye) =AMy + Aoys =4yi + 163, (2.323)
Die Gleichung
Fy2) = A1 A (2.324)
148t sich als
Myt 4 Aays = M Ao (2.325)
oder dquivalenterweise als
woown_, 0 396
A (2:320)
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aufschreiben. Im vorliegenden Beispiel gilt also

2 2 2 2
() () i
16+4 1 + 5 . (2.327)

Abbildung 2.3 zeigt die durch diese Gleichung definierte Ellipse in der (y;, y2)-Ebene.
Die Koordinatentransformation in Gln. (2.322) bewirkt, daf§ die Hauptachsen (das
heifit, die Symmetrieachsen) der Ellipse als Koordinatenachsen benutzt werden.
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3 Differentialgleichungen

3.1 Grundbegriffe

Unter einer gewdhnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung versteht man eine
Bestimmungsgleichung fiir eine unbekannte Funktion

y = ¢(z) (3.1)

einer unabhéngigen Variablen x, die Ableitungen

y = %
dx
d*p
7
yo= dx?
: o
) = 3.2
y T (3.2)

bis zur n-ter Ordnung enthélt. Ferner konnen in der Gleichung die unbekannte
Funktion ¢(x) sowie die unabhéngige Variable x auftreten. Allgemein l#8t sich eine
gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung in der impliziten Form

F(r;y, 9,y ,y™) =0 (3.3)

darstellen.

Die Ordnung einer gewohnlichen Differentialgleichung wird also durch die Ord-
nung der hdchsten in ihr enthaltenen Ableitung bestimmt.
Beispiel: y' — 5z = 0 ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung. zy” + 2y + y? —
2x = 0 ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung.

Eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung heifit linear, wenn

(a) die unbekannte Funktion ¢(z) und alle ihre Ableitungen hichstens in 1. Potenz
vorkommen, und

(b) keine Produkte dieser Grofien auftreten.
Sie hat daher die allgemeine Form
(@) Y™ + a1 (2) y™ Y 4+ .+ ag(z) y = b(x) (3.4)

wobei a,,(x) # 0 ist. Ist b(z) = 0, so heifit die lineare Differentialgleichung homogen,
andernfalls inhomogen.
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Beispiel: y' — 5z = 0 und y*)0e? sind lineare Differentialgleichung 1. bzw. k-ter
Ordnung.

Beispiel: y" —ay' + by = f(x) ist eine linear Differentialgleichung 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten (sog. Schwingungsgleichung). Differentialgleichungen
von diesem Typ spielen in Physik und Chemie eine bedeutende Rolle (harmoni-
scher Ostzillator, ungeddmpfte und geddmpfte mechanische und elektromagnetische
Schwingungen; erzwungene Schwingungen; Molekiilschwingungen).

Eine Funktion y = ¢(x), deren Funktionswert und deren Ableitungswerte ei-
ne Differentialgleichung identisch erfiillen, heiflt eine Losung oder ein Integral der
Differentialgleichung. Die Gesamtheit aller Losungen bildet die Ldisungsmenge der
Differentialgleichung.

Unsere Aufgabe besteht nun darin, alle Losungen einer Differentialgleichung auf-
zusuchen. Man spricht in diesem Zusammenhang auch hiufig von der Integration
einer Differentialgleichung.

Die allgemeine Losung (allgemeines Integral) einer gewohnlichen Differentialglei-
chung n-ter Ordnung enthilt noch willkirliche Konstanten, die man als Parameter
oder Integrationskonstanten der Differentialgleichung bezeichnnet. Hierbei gilt, dafl
das allgemeine Integral einer gewthnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung ge-
nau n willkiirliche und unabhéngige Integrationskonstanten enthélt.

Weist man diesen n Integrationskonstanten im allgemeinen Integral einer Dif-
ferentialgleichung einen festen Zahlenwert zu, so erhdlt man eine spezielle (oder
partikuldre) Losung.

3.2 Gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung
Trennung der Variablen

Wir betrachten solche Differentialgleichungen, die sich als

v =2 = gaphiy) 35

schreiben lassen. Wir rechnen formal

ris = ala)dss hy) £0 (3.6)

(wire h(y) = 0, wire die Losung der Differentialgleichung trivial!), integrieren

/% :/g(x)dx (3.7)

und 16sen nach y auf.
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Bezispiel: Fiir die Differentialgleichung

! = d—y =
dx

ist eine Trennung der Variablen mdoglich. Wir wihlen

g(x) = —k und h(y) =y.

Yy —ky

Gleichung (3.6) ergibt
dy
Y
Nach Integration (Gln. (3.7)) erhalten wir

—kdzx.

Inly| + Cy = —ka + Cy,
wobei Cy und C, Integrationskonstanten sind. Also
Inly| =—-ke+(C, —Cy) = —ka +C
mit ' = C, — C, und
y = texp(—kz + C) = £e“e " =y e

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

yo = +e®. Wir haben y(x) # 0 fiir alle z. Wihlen wir eine Losung mit yo = +e©

ist y(z) > 0 fiir alle z. Wihlen wir yo = —e® ist y(z) < 0 fiir alle x.
Bezispiel: Fiir die Differentialgleichung

yoW_ e
dx Y
haben wir .
g(x) =2 und h(y) = —-.
Y
Gleichung (3.6) ergibt
—ydy = xdx.
Nach Integration (Gln. (3.7)) erhalten wir
1 1
—§y2 +C, = 5952 + Cy,

wobei Cy, und C, Integrationskonstanten sind, und damit
2> +y* =2(C, — C,) =
Die Losungen der Differentialgleichung sind also “kreisférmige” Funktionen

y =tV — a2

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Damit y reell ist, miissen die Bedingungen ¢* = 2(C,, — C;) > 0 und —|¢| < z < [

erfiillt sein; |c| ist Radius des Kreises.
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“Variation der Konstanten”

Fiir die Differentialgleichung

dy

Yy Pla)y = Q) (3.20)
x

ist eine Trennung der Variablen nicht moglich fiir Q(x) # 0. Hier benutzen wir einen

Trick, die “Variation der Konstanten” nach Lagrange.

Der erste Schritt besteht darin, die homogene Differentialgleichung

dy
— 4+ P =0 3.21
Y+ Py (321)
zu 16sen. Hier konnen wir die Variablen trennen:
d
Y= _P(a)de (3.22)
Y
und p
. /P(x)dx (3.23)
Y
so daf

y=Ce [P@ds (3.24)

wobei C' eine Integrationskonstante ist.

Um die urspriingliche, inhomogene Differentialgleichung in Gln. (3.20) 16sen zu
konnen, “variieren wir jetzt die Konstante”, indem wir C' in Gln. (3.24) durch eine
Funktion von z, C(x), ersetzen. Der Ansatz fiir y ist dann

y = C(z)e I T@d — C(g)e B, (3.25)

wobeil wir
R(z) = / P(x)dz (3.26)
definiert haben. Das heifit

dy . dC —R(z) —R(z) dR
Da ja dR/dx = P(x), haben wir
dy _ dC —R(z) —R(z)
o= g € C(x)e P(z). (3.28)

Diesen Ausdruck setzen wir zusammen mit Gln. (3.25) in die inhomogene Differen-
tialgleichung, Gln. (3.20), ein und erhalten
dC
- e @ _ C(z)e B@ P(x) + P(z) C(z)e B@ = Q(z) (3.29)
x
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oder iC
o~ R(z)
7 Q(z)e™™. (3.30)
Es folgt dafl
C(z) = /Q(x) "y + K, (3.31)

wobei K eine Integrationskonstante ist, und wir erhalten von Gln. (3.25) das End-
ergebnis

Yy = {/ Q(x) e dy 4 K] e B = {/Q(x) e/ P@de gy 4 K| e~ P@de (3 39)

Man sollte nicht Gln. (3.32) auswendig lernen, sondern jedesmal die Schritte zur
Losung von Gln. (3.20) einzeln durchfiihren.
Bezispiel: Die Differentialgleichung

d
y’—yzﬁ—yzew (3.33)

(€ ist eine Konstante) hat die Form der Gln. (3.20) mit

P(z) =—1 und Q(z) =e€x. (3.34)
Erst 16sen wir y
Y
— —y=0 3.35
oY (3.35)
mittels Trennung der Variablen:
d
Y= dx (3.36)
Y
ergibt
Iny+C,=x+C, (3.37)
und
y=exp(z+Cy —Cy) =Ce® (3.38)

wobei C' = exp(C, — Cy) ist.
Wir variieren jetzt die Konstante und setzen y als

y=C(x)e® (3.39)
an. Also ist p i
Y
A 3 4
o= e +C(x)e (3.40)
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Einsetzen von Gln. (3.39) und (3.40) in Gln. (3.33) liefert

dc
— "+ C(z)e" — C(x) e’ =ex, (3.41)
dx
und wir haben folglich
dc
% =exe ", (342)

Wir bestimmen C(z) mittels partieller Integration. Fir willkiirliche Funktionen
f(z) und g(x) gilt

d _df dg
@(fg) =779 + f@ (3.43)
und damit p if
/f%dx = fg— / A (3.44)

Mit f(z) = ex ist df /de = e. Mit dg/dex = e ist g(v) = —e* + K,. Glei-
chung (3.44) liefert in diesem Fall

Cz) = /exe‘xdx
_ ex(—eI+Kg)—/e(—eI+Kg)dx+K

= —exe‘x+exKg+/66_mdx—/ngdx+K

= —erve "+erKyj—eeT" —ex K+ K
= —eve *—ce "+ K=—€c(z+1)e "+ K, (3.45)

wobei K, und K Integrationskonstanten sind. Von Gln. (3.39) erhalten wir damit
y=—€e(r+1)+ Ke" (3.46)

Priifen Sie nach, daf diese Funktion wirklich eine Losung von Gln. (3.33) ist.
Hinweis: Allgemein gilt, daf die Losung der Differentialgleichung in Gln. (3.20)
dy

2+ P)y = Q) (347

in der Form
Yy=yutyp (3.48)

geschrieben werden kann. Hier ist yy die Losung der homogenen Differentialglei-
chung
dyu

e + P(z)yq =0, (3.49)
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und yp ist eine partikuldre Losung der gesamten, inhomogenen Differentialgleichung
in Gln. (3.47). Konnen wir also eine Losung yp raten, konnen wir séimtliche Losungen
der inhomogenen Differentialgleichung dadurch bestimmen, dafl wir zu yp sdmtliche
Losungen der homogenen Differentialgleichung addieren. Im obigen Beispiel ist yp
= —¢(x + 1) und yy = K e (Priifen Sie nach!).

Exakte Differentialgleichungen
Eine Differentialgleichung

ol 9) + bl g) 2 = 0 (3.50)

heiflt exakt, wenn es eine Funktion u(x,y) gibt, so daf

u

0
g(z,y) = a—Z und h(z,y) = oy (3.51)

In diesem Fall ist die Differentialgleichung Gln. (3.50) erfiillt, wenn das sogenannte
totale Differential

Ju ou
du = 2 du + o dy = g(x,y) dz + h(z,y) dy = 0. (3.52)

Ist die Differentialgleichung exakt, haben wir

0 oh  0?
99 _h_ 9u. (3.53)
dy Ox  0x0y
Die Bedingung, die erfiillt sein muf}, damit Gln. (3.50) exakt ist, ist also
dg Oh
— = —. 3.54
oy Oz ( )

Ist das totale Differential (Gln. (3.52)) du = 0, dann ist die Funktion u konstant.
Das heifit, der Zusammenhang zwischen x und y ist bestimmt durch

u(z,y) = K, (3.55)

wobei K eine Integrationskonstante ist, und wir kénnen y(z) bestimmen, wenn wir
diese Gleichung nach y auflésen.
Bezispiel: Die Differentialgleichung

<l_y> +(y_x)d_z:o (3.56)

X
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hat ]
glx,y) = — —y und h(z,y) =y —z. (3.57)
Es gilt
dg oh
o und e ; (3.58)

Gln. (3.54) ist erfiillt und die Differentialgleichung ist exakt.
Wir mochten die Funktion u(z,y) bestimmen. Wir haben

u(x,y):/g—zdx:/g(x,y)dx:/G-;,) do = In|z| — 2y + Ci(y). (3.59)

Die Funktion C(y) hiéngt von y ab; sie ist unabhéingig von x. Weiter wissen wir,
daB

0
a—Z =h(z,y) =y — . (3.60)
Vergleichen wir Gln. (3.59) und (3.60), sehen wir
oC
—x+a—y1:y—x (3.61)
so daf} 50
1
- = 3.62
oy Y (3.62)
und )
Ci(y) = 5y? + c. (3.63)
c ist hier eine Integrationskonstante. Wir haben also
1
uw(z,y) =In|z| — 2y + §y2 +c, (3.64)
und die Bedingung in Gln. (3.55) konnen wir als
1
In|z| — 2y + éyZ +C=0 (3.65)

schreiben, wobei C' = ¢ — K ist. Durch Losung dieser Gleichung kénnen wir y(z)
erhalten. Das Ergebnis ist

y =+ /22 —2(n|z| + O). (3.66)

Es kann sein, daf eine Differentialgleichung in der Form der Gln. (3.50) geschrie-
ben werden kann, aber daf8 die Bedingung in Gln. (3.54) nicht erfiillt ist. Man sucht
dann oft einen “integrierenden Faktor” A(z,y) so dafl

dy

M, y) g(x,y) + A, y) bz, y) o = 0 (3.67)
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eine exakte Differentialgleichung ist. Das heifit, mit den Definitionen

Az, y) = Mz, y) g(x,y) und B(z,y) = Mz, y) h(z,y) (3.68)

bestimmen wir A(z,y) so daf

0A OB
—_— = 3.69
dy ox ( )
Bezispiel: Die Differentialgleichung
d
(1 —ay) + (zy — 2L = 0 (3.70)
dx
hat
g(r,y) =1 -2y und h(z,y) = 2y — 2% (3.71)
Damit sind p oh
8—5 = —2 und Frial A 2x; (3.72)

Gln. (3.54) ist nicht erfiillt. Multiplikation der Differentialgleichung mit A\(x,y) =
Az) = 1/x erzeugt jedoch

1 dy
(x y) +y—2)- =0, (3.73)
das heifit die exakte Differentialgleichung in Gln. (3.56).

Falls der integrierende Faktor A nur von einer der beiden Koordinaten z und y
abhingt (das heifit, er kann als A(z) oder A(y) geschrieben werden), dann kann er
elementar gefunden werden.

Nehmen wir fiir die Differentialgleichung in Gln. (3.70) an, dafl wir einen inte-
grierenden Faktor A(z) finden kénnen. Dann soll nach Gln. (3.69) gelten

5 @) (=) = 2 [\ oy - ). (3.74)

Also haben wir 9
M) (=2) = 5 (zy = 2%) + A(@) (y — 22), (3.75)
g—ix(y—x) + Az) (y —z) =0, (3.76)
g—ix—l—)\(x) o, (3.77)
LS (3.78)
In|Al=—In|z|+C (3.79)

und damit

A= g; K =t exp(C). (3.80)
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3.3 Gewohnliche Differentialgleichungen 2. Ordnung

Wir betrachten nur lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Ko-
effizienten » p
) )

wobei a # 0, b und ¢ konstante, komplexe Zahlen sind: a, b, ¢ € C.

Differentialgleichungen 2. Ordnung kommen oft in der klassischen Mechanik vor.
Betrachten wir ein Teilchen mit Masse m, das harmonische Schwingungen auf einer
y-Achse ausfiihrt. Die Potentialfunktion ist

L.,
Vy) =5 ky, (3.82)

wobei die Konstante £ € R. Die Kraft (entlang der y-Achse), die auf das Teilchen
wirkt, ist damit (das Hook’sche Gesetz)

AV

—k; 3.83
i Y, (3.83)

F(y) =

und die Bewegungsgleichung ist (Newton’s 2. Gesetz)

d*y
oder P
Y

wobei t die Zeit bezeichnet.
Die homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Wir kehren zur allgemeinen Differentialgleichung in Gln. (3.81) zuriick. Zuerst be-
trachten wir das entsprechende homogene Problem:

?y o dy
[ b— pumg . .
adx2+ dx+cy 0 (3.86)
Wir raten, dafl die Funktion
y(x) = exp(rz) (3.87)

(wobei 7 eine komplexe Zahl ist) Gln. (3.86) erfiillt. Offensichtlich gilt

dy d*y 2
=T exp(rz) und 2= exp(rz). (3.88)
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Durch Einsetzen in Gln. (3.86) erhalten wir
ar? exp(rz) + br exp(rz) + cexp(rz) = (ar® +br + c) exp(rz) = 0. (3.89)

Wir sehen, daf§ die Funktion y(z) = exp(rz) eine Losung von Gln. (3.86) ist, wenn
r die charakteristische Gleichung

ar’+br+c=0 (3.90)

erfiillt. Die moglichen r-Werte sind folglich

—b —V/b? — 4dac d B —b +/b? — dac

ry = 5 und 79 5 (3.91)
Man kann einfach nachrechnen, daf
ar’+br+c=a(r—r))(r—ry) (3.92)

ist, wobei r; und 75 in Gln. (3.91) gegeben sind. Die homogene Differentialgleichung
in Gln. (3.86) kann in analoger Weise ‘faktorisiert’ werden. Wir haben (nachrech-
nen!)

b=—a(ri+ry) und c=aryry (3.93)

diese Ausdriicke werden in Gln. (3.86) eingesetzt:

d? d
ad—x‘z —a(ry +1ry) £+ar1r2y
= a @—r @—r @4—7“ T
B dz2  tdr dp M"Y
d [d d
= a(%[ﬁ—hy]—rz{ﬁ—ﬁy]>:0- (3.94)
Mit der Definition p
z(x) = % —T1y (3.95)
erhalten wir aus Gln. (3.94)
dz
it z(z) = 0. (3.96)

Diese Differentialgleichung kann mittels Trennung der Variablen gelost werden; das
Ergebnis ist
z(z) = Cyexp (ryx), (3.97)

wobei Cy eine komplexe Integrationskonstante ist. Die Gleichungen (3.95) und (3.97)

1 ex 1 xZ). .
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Diese Gleichung kann durch Variation der Konstanten gelost werden. Sie hat die
Form von Gln. (3.20) mit

P(z) =—r; und Q(z) =Cyexp (roz). (3.99)

Das heifit (Gln. (3.26))
R(z) = /P(x)dx =—r . (3.100)

Gleichung (3.32) ergibt damit
y = [/ C’2er”e”$daj+cl} e’
= Chet® /e(”_“)mdx+01 e (3.101)

wobei wir die komplexe Integrationskonstante K von Gln. (3.32) in C; umbenannt
haben. Fiir r; = ry erhalten wir

Yy = Cz e /dl‘ + Cl et = (Cl —+ CQ .73) €T1$, (3102)

wahrend fiir r; # ry

Cy

o —T

y=Cre +

e, (3.103)

Wenn die Zahlen a, b, ¢ in Gln. (3.86) alle reell sind, méchten wir normalerweise
alle reelle Losungen dieser Differentialgleichung ermitteln. Abhéngig vom Vorzeichen
der Grofe (siehe Gln. (3.91))

D = b* — 4ac (3.104)

miissen wir drei Falle unterscheiden:

D =0 Wir haben (Gln. (3.91)) = 1y = —b/(2a); das heifit r; und 75 sind reell. Die
reellen Losungen der Differentialgleichung sind nach Eq. (3.102)

y=(C1+Cyx) ™, (3.105)
wobei Cl, 02 € R.

D > 0 Nach Gln. (3.91) haben wir r; # r9; 71 und ro sind jedoch reell. Die reellen
Losungen der Differentialgleichung sind nach Eq. (3.103)

y=Clen® 4 Chem, (3.106)
wobei C1, C} € R.
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D < 0 In diesem Fall sind r; und ry komplex:

—b—i\/D]

rH=—————=p—1iq und 79
2a

_ —b+ivIDl : (3.107)

— —{—7,7
2% p q

wobei wir die Definitionen

b VD
p=—— und ¢= D] (3.108)
2a 2a

eingefiihrt haben. Die Losungen der Differentialgleichung sind nach Eq. (3.103)

y = Cl e(P—ig)z + C' (p+ig)w
= " [C] (cos(—qx) + isin(—qx)) + CY (cos(qx) + isin(qz))]
= P [C} (cos(qx) — isin(qz)) + Ch (cos(qx) + isin(qz))]
= P [(C] + Cy) cos(qx) + i (—C| + Cy) sin(qx)] . (3.109)

Diese Losungen sind reell, wenn C] = C1 4+ C), und CY =i (C!, — C) reell sind.
Dieses wird erreicht fiir Cf, = (C])*. Wir konnen also die reellen Losungen als

y = eP* [C] cos(qz) + CY sin(qz)] (3.110)
schreiben, wobei C7, C§ € R.

Bezispiel: Die Differentialgleichung

d*y dy
— —3=+2 0 3.111
az Y YT (3.111)
hat die charakteristische Gleichung
r?—3r+2=0 (3.112)

mit den Losungen 1 = 1, 75 = 2. Nach Gln. (3.103) hat die Differentialgleichung
die Losungen

y=Cre +Cye™. (3.113)
wobei C7 und Cy willkiirliche komplexe Konstanten sind.

Bezispiel: Die Differentialgleichung

d?y dy
8~ +16y=0 3.114
Tz T8 16y = ( )

hat die charakteristische Gleichung

r?+8r+16=0 (3.115)
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mit den Losungen r; = o = —4. Nach Gln. (3.102) hat die Differentialgleichung die
Losungen

y=(Ci+Com) e ™, (3.116)

wobei C7 und Cy willkiirliche komplexe Konstanten sind.
Beispiel: Die Differentialgleichung

dzy

aw%—cyzo (3.117)

hat die charakteristische Gleichung

ar’+c=0 (3.118)

mit den Losungen

ry= -+ _< und 79 = — —E. (3.119)
V «a a

Nehmen wir an, da3 a und ¢ reell sind. Wir haben dann die Moglichkeiten

a)

¢ = 0. Dann haben wir 7 = 75 = 0 und damit nach Gln. (3.102)
y(t) = C, + Cat, (3.120)
wobei C; und C, willkiirliche Konstanten sind.

—c/a > 0. Dann ist w = /—c/a reell, r; = +w und ry = —w. Nach Gln. (3.103)
hat die Differentialgleichung die Losungen

y(t) = Cre™ + Cye " (3.121)
wobei C; und C5 willkiirliche Konstanten sind.

—c¢/a < 0. Dann definieren wir w = y/c/a. Die Grofle w ist reell, r = +iw
und ry = —iw. Nach Gln. (3.103) hat die Differentialgleichung die Losungen

y(t) = Cret™ + Cye ™, (3.122)
wobei C; und C willkiirliche Konstanten sind. Wir schreiben

y(t) = Cy (cos(wt) + i sin(wt)) + Cy (cos(—wt) + i sin(—wt))
= () (cos(wt) + i sin(wt)) + Cy (cos(wt) — @ sin(wt))
= (C1+ Cy) cos(wt) +1i (Cy — Cy) sin(wt). (3.123)

Wir wihlen €y = C5, so dafl
Ca == Cl + CQ und Cb =1 (Cl — Cz) (3124)
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reel sind. Wir definieren dann zwei weitere reelle Konstanten C' und 9, die so
bestimmt sind, daf

(Co, Cy) = (C cos6,C sind). (3.125)
Mit diesen Definitionen gilt
y(t) = C (cosd cos(wt) + sind sin(wt)) = C' cos(wt — 0). (3.126)

Fir —c¢/a < 0 ist Gln. (3.117) die Schwingungsgleichung. Die beiden freien
Parameter C' und ¢ sind bzw. Schwingungsamplitude und Phasenverschiebung.

Die inhomogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Jede inhomogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten kann in der Form » p

) Y

a2

geschrieben werden. Diese Gleichung kann dadurch erhalten werden, dal} wir in

Gln (3.81) auf der rechten und linken Seite durch a dividieren; a # 0 (wire a = 0,

hétten wir eine Differentialgleichung 1. Ordnung). Wir definieren fiir den spéteren

Gebrauch

+cy = s(x), (3.127)

d’y | dy
Lolyl = —= +b— 12
ol = o+ vl +ew, (3.128)
damit die Differentialgleichung als
Lyly] = s(x) (3.129)

geschrieben werden kann.

Man kann zeigen, daf} sich die allgemeine Losung einer linearen Differentialglei-
chung 2. Ordnung aus der allgemeinen Losung (yg) der zugehorigen homogenen
Differentialgleichung und einer partikuléren Losung (yp) der inhomogenen Differen-
tialgleichung zusammensetzt:

Y=y +yp (3.130)

Wir wissen bereits, wie man eine lineare homogene Differentialgleichung 2. Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten 16st und damit konnen wir alle benétigte yy in
Gln. (3.130) bestimmen. Fiir das Losen einer inhomogenen linearen Differentialglei-
chung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist es deshalb nur noch erforderlich,
ein Verfahren zur Bestimmung einer partikuldren Losung yp bereitzustellen.

Eine allgemeine Losungsmethode: Es gibt eine relativ allgemeine, aber auch
relativ komplizierte Methode, eine partikuldre Losung der Gln. (3.127) zu bestim-
men. Betrachten wir zunéchst das homogene Problem

A’y dyn
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Die Losungen yy sind in Gln. (3.102) und (3.103) gegeben. In beiden dieser Fille
enthilt die Losungsfunktion zwei frei wihlbare Konstanten, C; und Cy. Wir bestim-
men die Werte von C} und Cjy, so dafl wir eine Losung yo der homogenen Gln. (3.131)
haben, fiir die

yo(0) =0 und y}(0) =1 (3.132)

wobei y{ = dyy/dz ist. Dann hat die inhomogene Gln. (3.127) die partikulére Losung

Y= /0 "ol — 1) s(t) d. (3.133)

Wir werden nachpriifen, daf die Funktion y in Gln. (3.133) eine Lésung der inho-
mogenen Differentialgleichung ist. Wegen der Tatsache, dal die Variable x in in
Gln. (3.133) sowohl explizit im Integranden als auch als obere Integrationsgrenze
vorkommt, gestaltet sich die Differentation von y nach z etwas kompliziert. Allge-
mein gilt fiir

f(z) = / g(x,t)dt (3.134)
0
dafl of z g
_ 99
0 = g(x, x) —l—/o 9 (x,t)dt. (3.135)
Fiir die Funktion y in Gln. (3.133) ergibt dies
d x X
Vo wOsta)+ [ e nswit= [ gpe-nsea (310
0 0
und
d*y / C S
T = yh(0) s(z) + / Yo (z — 1) s(t) dt = s(x) + / yolx —t)s(t)dt,  (3.137)
0 0

wobei yj = d?yo/dz? ist. Setzen wir Gln. (3.133), (3.136) and (3.137) in Gln. (3.127)
ein, erhalten wir

>y dy

@—i-b%—i—cgi x x
= s(x) +/0 yo(x —t)s(t)dt +b /0 yolx — 1) s(t) dt + ¢ /0 yolx —t) s(t) dt
= s(z)+ /OI lyg (z — t) + byy(x —t) + cyo(x — t)] s(t)dt = s(z). (3.138)

Die Funktion y ist also eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung. In
Gln. (3.138) haben wir

[yo (x — t) + byy(x — t) + cyo(x — t)] = 0, (3.139)
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da yo eine Losung der homogenen Differentialgleichung ist.

Lésungen intelligent raten: Um Gln. (3.133) einsetzen zu konnen, miissen wir
die Stammfunktion der Funktion yo(x — t) s(t) (aufgefait als eine Funktion von t)
bestimmen. Dieses kann unmoglich oder mindestens sehr miihsam sein. Fiir einige
Funktionen s(x) in Gln. (3.127) ist die Form der partikuléren Losungen yp bekannt.
Wir geben hier einige Beispiele fiir das intelligente Raten von Losungen.

e Hat eine inhomogene lineare Differentialgleichung die Form
Lyly] = s1(x) + sa(x) (3.140)

und ist y, eine partikulire Losung der Differentialgleichung Lo[y] = s1(2), Yp2
eine partikulidre Losung der Differentialgleichung Lo[y] = so(x), so ist

Yp = Yp1 + Yp2 (3141)
eine partikulidre Losung der Differentialgleichung (3.140).

e Wir betrachten die Differentialgleichung

Lyly] = P (z) e (3.142)
mit
Po(x)=po+pa+pra®+...+pua™ (3.143)
Der Lésungsansatz ist
yp = By, () e (3.144)
mit
B (z) =by + bz +bya® + ...+ by 2™ (3.145)

wenn « nicht Losungswert der charakteristischen Gleichung der zugehorigen
homogenen Differentialgleichung ist. Der Grad des Polynoms B,,(z) ist der
gleiche wie der des Polynoms P,,(x) in s(z). Der Losungsansatz ist

yp = x By, () €%, (3.146)

wenn « der Wert einer g-fachen Losung der charakteristischen Gleichung ist.

Die Koeffizienten by, by, by, ..., b, sind durch Koeffizientenvergleich nach
einsetzen von yp, yp und yp in die zu l6sende inhomogene Differentialgleichung
Lyly] = P (z) e*® zu bestimmen.
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e Wir betrachten die Differentialgleichung
Lyly] = Ppi(x) cos(Bx) + Ppa(z) sin(Sx). (3.147)
Der Losungsansatz ist
yp = By, () cos(fz) + Cp(x) sin(fx) (3.148)
mit
Bn(z) = bo+biox+byx*+...+bya™
Con(x) = cotaa+cr’+.. .. +cpa™, (3.149)

wenn +:/3 nicht Losung der charakteristischen Gleichung der zugehorigen ho-
mogenen Differentialgleichung ist. Sind P, (z) und P,s(z) Polynome von
hochstens m-tem Grade, so sind fiir B,,(z) und C,,(z) Polynome m-ten Gra-
des anzusetzen. Der Losungsansatz ist

yp = x¢ [Bp, () cos(Bz) + Cp(z) sin(fx)] (3.150)

wenn ¢ und —if ¢-fache Losungen der charakteristischen Gleichung ist.

Die Koeffizienten by, by, b, ..., by, und cg, ¢, co, ..., ¢, sind durch Koeffizi-
entenvergleich nach einsetzen von yp, yp und yp in die zu lgsende inhomogene
Differentialgleichung Ly[y] = B,,(z) cos(fz) + Cp,(x) sin(fz) zu bestimmen.

e Wir betrachten die Differentialgleichung
Lyly] = €™ [P1(x) cos(Bx) + Ppa(z) sin(fz)] . (3.151)
Der Lésungsansatz ist
yp = € [By,(z) cos(fx) + Cp,(x) sin(fz)] (3.152)

wenn « £ i nicht Losung der charakteristischen Gleichung der zugehorigen
homogenen Differentialgleichung ist. Der Losungsansatz ist

yp = %" [B,,(x) cos(fz) + Cp,(x) sin(fx)] (3.153)
wenn « + i3 g-fache Losung der charakteristischen Gleichung ist.

Beispiel: Wir 16sen die Differentialgleichung

d2
d—;; +y=sinz (3.154)
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mit s(x) = sinz. Die entsprechende homogene Differentialgleichung

+yn = (3.155)
hat die charakteristische Gleichung
P 4+1=0 (3.156)

mit den Losungen 1y = —i, r, = +i. Nach Gln. (3.103) hat die homogene Differen-
tialgleichung die Losungen

yp = Cre ™ + Cyet™. (3.157)
wobei C und C5 willkiirliche komplexe Konstanten sind.

a) Wir losen zunéichst die inhomogene Differentialgleichung mit Hilfe von Gln. (3.133).
Die besondere Losung yy der homogenen Differentialgleichung, die wir fiir die
Anwendung von Gln (3.133) benétigen, erfiillt Gln. (3.132). Mit

d . .
iy = % = 0 e i Cyetie, (3.158)
haben wir also
y(0) = Cre™ + Coet™ =01+ Cy =0 (3.159)
und ' .
Y (0) = —iCre ™ +iCoe™ =i (Cy — C)) = 1. (3.160)
Es folgt dafl
1
C,=-Cy=—— 3.161
1 2 5 ( )
und damit haben wir von Gln. (3.157)
1 . .
Yo=—5; (e7* —e™™*) =sinu. (3.162)
i

Wir kénnen jetzt in Gln (3.133) einsetzen. Wir haben s(x) = sinz [Gln. (3.154)]
und yo(z) = sinz [Gln. (3.162)]. Damit hat die inhomogene Differentialglei-
chung (3.154) die partikulire Losung

yp = /sin(x—t) sint dt
0

1
= —/ (cos(z — 2t) — cosx) dt
2 ),
1 1 v
= —sin(x — 2t) — =t cosx
q° 2 .
. . (3.163)
= —sinz — - x cos :
5 Sine — 5T cosz.
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Wir haben hier die allgemeine Relation
: : 1 1
sina sin § = 3 cos(a — ) — 3 cos(a + ) (3.164)

benutzt. Nach Gln. (3.130) sind sdmtliche Losungen der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung also

Yy = yYyatyp
= C’le’”+C’26+”+§sinx—§x CoS
= Cle ™+ Cyet™ — 5 L cos T, (3.165)

wobei C] = Cy — 1/(4i) und C} = Cy + 1/(44) willkiirliche komplexe Kon-
stanten sind. Wir benutzten

sinx = 1 (e —e ™). (3.166)

Die Funktion s(z) = sinz hat die Form von Gln. (3.147) mit 5 = 1. Das heift,
13 ist eine 1-fache Losung der charakteristischen Gleichung der zugehorigen
homogenen Differentialgleichung, und wir erhalten den Losungsansatz von
Gln. (3.150)

yp = x (by sinx + ¢ cosx) . (3.167)
Dann sind
dyp . . .
o = by sinz + ¢ cosx + x (b cosz — ¢g sinzx),
T
d*yp . .
T = 2 (by cosx — cp sinx) —x (by sinz + ¢y cosz)  (3.168)
und damit
Eve =9 (b cos sin ) (3.169)
= T — ¢y sing). :
dr? yp 0 0

Die Differentialgleichung (3.154) ist erfiillt fir by = 0, ¢p = —1/2, und wir
haben die partikuldre Losung

1
Yp = —5 T cosT (3.170)

gegeben in Gln. (3.165) fir C] = C}, = 0.
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Beispiel: Wir 16sen die Differentialgleichung

Py dy
LA 3.171
dz? dz ( )
mit s(x) = x. Die entsprechende homogene Differentialgleichung
Pyu  dyn
s - 172
dx? dx 0 (3.172)
hat die charakteristische Gleichung
r?—r=0 (3.173)

mit den Losungen 71 = 0, 7, = 1. Nach Gln. (3.103) hat die homogene Differential-
gleichung die Losungen
yn = Cre’ + Cs. (3.174)

wobei C7 und Cy willkiirliche komplexe Konstanten sind.

a) Wir losen zuniichst die inhomogene Differentialgleichung mit Hilfe von Gln. (3.133).

Mit p
! Yn
=——=0C¢" 3.175
yH dx L€ ( )
haben wir fiir die besondere Lsung y,
$(0)=Cr1e® +Co=C1 +C, =0 (3.176)
und
y(0) =Cre’ =0y = 1. (3.177)
Es folgt dafl
Ci=-0y=1 (3.178)
und damit
Yo =€* — 1. (3.179)

Wir kénnen jetzt in Gln (3.133) einsetzen. Wir haben s(z) = = und yo(z)
= ¢ — 1. Das heifit, die inhomogene Differentialgleichung (3.171) hat die
partikuldre Losung

yp = / (e””_t—l) tdt
0

= ef“/ tetdt—/ tdt
0 0

- clurne- o]

1

= e‘”(—(az—i—l)e—m—i—l)—gx?
1

= —ixz—x—l—i-ex. (3.180)
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Nach Gln. (3.130) sind sémtliche Losungen der inhomogenen Differentialglei-
chung also

1 1
y=yunt+yr =Ci e“"+02—5x2—x—1+e”” = —§x2—x+cl e’ + e, (3.181)

wobei ¢; = C7 4+ 1 und ¢y = Cy — 1 willkiirliche komplexe Konstanten sind.

b) Wir haben hier s(z) = x = P, (z)e**, wobei Py(z) =z (m = 1) und a =
0 sind. Damit ist a der Wert einer 1-fachen Losung der charakteristischen
Gleichung, und wir benutzen den Losungsansatz von Gln. (3.146)

yp =z (bo + b1 ) = by T + by 2°. (3.182)
Dann haben wir p 2
L~ b+ 2bia und =20, (3.183)
und damit Py dye
- =2 — by~ 2bi . (3.184)

Folglich ist Gln. (3.171) erfiillt fiir by = —1/2, by = —1, und wir erhalten die

partikuldre Losung

1
yp=—3 L (3.185)

gegeben in Gln. (3.181) fiir ¢; = ¢y = 0.

Beispiel: Wir 16sen die Differentialgleichung

— —2y=-—e¢ (3.186)

A’y
—2yp =0 3.187
dx? Ji ( )
hat die charakteristische Gleichung
r?—2=0 (3.188)

mit den Losungen r; = —/2, 1, = +v/2. Nach GIn. (3.103) hat die homogene
Differentialgleichung die Lésungen

yu = Cre V2 4 Oy etV (3.189)

wobei C7 und Cy willkiirliche komplexe Konstanten sind.
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a) Wir losen zuniichst die inhomogene Differentialgleichung mit Hilfe von Gln. (3.133).

Mit
Yl = %{ = V20, eV 1 \/2C, etV (3.190)
haben wir fiir die besondere Lsung y,
9(0) = Cre V2 4 Che™VP =+ Cy =0 (3.191)
und
b (0) = =20, e V2 V20, eV = V2(Cy — ) = 1. (3.192)
Es folgt dafl
Ch=—Cy = —2—;5 (3.193)
und damit - 1 o
w=-575 (e —e ) (3.194)

Wir konnen jetzt in Gln (3.133) einsetzen. Wir haben s(z) = e**/4 und
yo(x) = — (e V2* — etV2%) /(24/2). Das heiBt, die inhomogene Differentialglei-
chung (3.186) hat die partikulire Losung

1 xr
_ —V/2(z—t)
= ——F e

o 8\/5 0 (

_ _L{ - 2:1:/ VR gy _ AV /we(z—ﬂ)tdt}
0
—V2z [ (2+\/§)t] _ etV2 [ 1 6(2ﬁ)t:| }
2 + V2 0 2 -2 0

el
_ _—f { V2 - f (6(2+ﬁ)w _ 1) v ﬁ (e(zf@w _ 1)}
it

_ e+\/§(m—t)> o2 dt

= < 1 ) 2w _ 1 e~ V2 1 €+\/5w}
24v2 242 2+2 2-V2
1
e~ V2 +v2z
e T+ — — e . 3.195
TR v L e L (3:199)
Nach Gln. (3.130) sind sémtliche Losungen der inhomogenen Differentialglei-
chung also
Yy = yatyp
_ o CeVE etV Lo 1 { L ova 1 e*ﬁf‘?}
8 8v2 12+ 2 2-v2
1
= e VP etV g ¢ (3.196)
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wobei

1 1
01201+— und 02202_

8v2(2 + V2) 8v2(2 — v/2)

willkiirliche komplexe Konstanten sind.

(3.197)

Mit s(z) = €?*/4 erhalten wir von Gln. (3.144) (o = 2 ist nicht Losungswert
der charakteristischen Gleichung) den Lésungsansatz
yp = by €*". (3.198)
Dann haben wir p »
= 2Dy e* und T 4 by e”. (3.199)
Durch Einsetzen in Gln. (3.186) erhalten wir
2z 2z 1 2z
4bye™™ — 2bge =7¢ (3.200)

Diese Gleichung ist erfiillt fiir by = 1/8 und wir erhalten in relativ einfacher
Weise die partikuldre Losung

1
yp = < €7, (3.201)
8
die in Gln. (3.196) fiir ¢; = ¢; = 0 gegeben ist.
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4 Ausgleichsrechnung

4.1 Grundbegriffe

Im Abschnitt 6.2 des Vorlesungsskriptes zur “Mathematik A fiir Chemiker und
Lebensmittelchemiker” haben wir bereits die Situation diskutiert, bei der wir n
Messungen der Grofle y durchgefiihrt und die MeBwerte (aq,as,...,a,) erhalten
haben. Wir nehmen an, dafl jede Messung einer Gauss’schen Normalverteilung un-
terliegt. Ferner wird angenommen, dafi alle Messungen dieselbe Prizision haben.
Diese Prézision wird durch die Standardabweichung o; der Normalverteilung von der
i-ten Messung ausgedriickt. Es gilt damit o0y = 09 = ...= 0, = 0. Nach Gauf} be-
stimmen wir den wahrscheinlichsten Wert von y, ¢, durch Minimierung der Summe
der Fehlerquadrate

S@) =>_ (5 —a)’. (4.1)
Wir zeigten, dafl S(y) fiir
1
g=— Z a; (4.2)

a=— a; (43)

der einzelnen Mefipunkte a; ist derjenige Wert, der mit grofiter Wahrscheinlichkeit
dem wahren Wert y entspricht.

Die Bestimmung von optimalen Parameterwerten durch Minimierung der Grofle
S(y) wird oft als eine Ausgleichsrechnung oder als eine Anpassung nach der Methode
der kleinsten Fehlerquadrate bezeichnet.

Es kann sein, dafl die n Messungen von unterschiedlicher Prizision sind, indem
die n o-Werte o0y, 09, ..., 0, nicht alle gleich sind. In diesem Fall bestimmen wir gy
durch Minimierung der Grofe

n

S = (y;) = Zp (5 - ), (44)

=1

wobei der Gewichtfaktor
1

bi = U— (4-5)

SN

ist. Wir berechnen

15 _s. > pi(§—a) (4.6)

dy 5
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und

d?S a
o ;p (4.7)

Folglich besitzt S(y) ein Minimum fiir

dS ~
dAzQ-Zpi(y—ai)zo (4.8)
y i=1
und Auflésung nach g ergibt
N Z’.L_l pi - a;
=& 4.9
Zi:1 Di ( )

In einer von Gauf} eingefiihrten Notation schreiben wir

pa] = > _pi-a; und [p] =3 p (4.10)

und haben damit
J=-—". (4.11)

4.2 Ausgleich bedingter Beobachtungen

Als Beispiel fiir bedingte Beobachtungen betrachten wir drei Winkel «, 5, v. Wir
haben n, Messungen von a durchgefiihrt und die Ergebnisse a4, as, ..., a,, erhalten.
Analogerweise haben wir ng Messungen von 3 (mit den Ergebnissen by, by, . .., bnﬂ)
und n, Messungen von 3 (mit den Ergebnissen ci, ¢z, ..., ¢,,) durchgefiihrt. Wir
nehmen an, daf alle Messungen von gleicher Prizision sind. Sind nun «,  und 7y
unabhéngig voneinander, bestimmen wir ihre optimalen Werte durch Minimierung
der Funktion

N

S8 =3 - + S P e (1)

=1

Es kann sein, dafla;, § und ~ nicht unabhé&ngig voneinander sind, sondern eine Be-
dingung erfiillen. Als Beispiel betrachten wir die Bedingung

oo, B,y) =a+ +~v—180° = 0. (4.13)

Das heifit, die Summe der drei Winkel ist immer 180°.
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Die optimalen Winkelwerte «, B, 4 konnen am einfachsten dadurch bestimmt
werden, daf wir Gln. (4.13) in Gln. (4.12) einsetzen, zum Beispiel durch Eliminierung
von 7:

Ty ng Ty
S(,B) = (ai—a)*+ (b —B)*+ D (c; — 180° + o+ B)° (4.14)
i=1 i=1 i=1
Wir bestimmen dann & und £ aus den Gleichungen
dS o > X
%:—Z(ai—&)+2(ci—180°+d+6):0 (4.15)
i=1 i=1
und ,
25 < 2 o AL
%:_Z(bi—ﬁ>+2(ci—180 +a+6)=0 (4.16)
i=1 i=1
zusammen mit R
v =180° —a — . (4.17)

Der Vollsténdigkeit halber soll hier auch erwidhnt werden, dafl es eine weitere
Moglichkeit gibt, den Ausgleich bedingter Beobachtungen durchzufiihren. Das ma-
thematische Problem, bei welchem man eine Funktion f(x1,zs,...,x,) (in unserem
Beispiel die Funktion S(«, 3,7) in Gln. (4.12)) unter der Bedingung minimiert, daf3
die Variablen z1,x,...,z,, von denen die Funktion abhéngt (in unserem Beispiel
die Winkel «, /3, 7), einen Satz von m zusétzlichen Gleichungen g;(xy, zs, ..., x,) =
0(=1,2,...,m), erfiillen miissen (in unserem Beispiel die eine Gleichung (4.13)),
ist in der mathematischen Literatur ausgiebig behandelt worden. Oft 16st man das
hier aufgestellte Problem durch Anwendung sogenannter Lagrangescher Multiplika-
toren'. Lagrange hat gezeigt, dafl wir durch Minimierung der Funktion

T(xy,9,...,x,) = [f(T1,Z2,...,%n) + A1 - 1(T1, T2, ..., Tp) (4.18)
+ Ao go(mr,me, . m) F o Ay (@, T2, L, X)),

wobei wir 1, x, ..., x, als unabhingige Variable auffassen kénnen, das Minimum
der Funktion f unter Beriicksichtigung der Bedingungsgleichungen ¢;(x1, s, ..., x,)
=0(i=1,2,...,m) ermitteln kénnen. Die anfinglich unbekannten Grossen A,
A2, ..., Ap sind die Lagrange’schen Multiplikatoren.

'Diese Technik ist im Buch von Zachmann [H.G. Zachmann, Mathematik fiir Chemiker, Verlag
Chemie GmbH, Weinheim/Bergstr., 1974] auf den Seiten 344-347 behandelt.

82



Per Jensen Mathematik B fir Chemiker SS 2004

Im vorliegenden Beispiel haben wir einen einzigen Lagrange’schen Multiplikator
A und wir sollen die Funktion

T(aaﬁaﬁy) = S(Oz,ﬁ,’}/) +A- ¢’(04:5;7)

B i(ai_a)QJFZ(bz’—ﬁ)Q
- i(ci_7)2+)\'(04+5+7—180°) (4.19)

=1

minimieren. Im Minimumspunkt gelten die Beziehungen

0S S .

%Z_;(ai_a)+)\:0’ (4.20)

a5 - A

%:—;(bi—ﬁ)mzo (4.21)
und .

%:—Z(ci—‘y)+)\:0. (4.22)

i=1
Gleichung (4.22) liefert zusammen mit Gln. (4.13)

A= i (i - 180° +a+5) (4.23)
=1

und durch Einsetzen in Gln. (4.20) und (4.21) erhalten wir wieder Gln. (4.15)
und (4.16).

4.3 Ausgleich linearer Zusammenhinge

Zwischen z und y besteht der Zusammenhang
y=a+p- . (4.24)

Wir fiihren n Messungen von Wertepaaren (z;,a;) von (x,y) durch, wobei die i-te
Messung den Gewichtfaktor p; hat, und moéchten nun die optimalen Werte der Para-
meter o« und S bestimmen. Der Parameter 8 wird manchmal Regressionskoeffizient
benannt.

83



Per Jensen Mathematik B fir Chemiker SS 2004

Wir ermitteln die optimalen Werte von o und § (genannt & und B) durch Mini-
mierung der Summe der Fehlerquadrate

S(&aB):sz (?)i—ai)2:Zpi <d+3-xi—ai)2 (425)
=1 i=1

wobei R
Ui =0+ [ x; (4.26)
ist. Die Ableitungen der Fehlerquadrat-Summe nach & und B sind
ds - o
= = 2- ;pi (a + 6 a;— ai) (4.27)
dsS - .
df P

Im gesuchten Minimum der Funktion S(@, 3) verschwinden beide Ableitungen. Da-
mit haben wir

S = e h a3 a0 129
i=1 i=1 i=1

%zg = d.zpi-:Ei—i—B-Zpi-x?—Zpiaixi:0‘ (4.30)
=1 i=1 i=1

Nach Gauf} schreiben wir diese Gleichungen als

G [pl+ B [pa] = [pal (4.31)
G- [pz]+B-[pr*] = [paz] (4.32)

wobei, fiir die allgemeine Grofie z,

2] = Z Zi (4.33)

ist. Die Gleichungen (4.31)-(4.32) kénnen als eine Matrixgleichung geschrieben wer-

(o ) ()=()- o

und die Koeffizientenmatrix

A= ( [[p] [pz] > (4.35)

pa]  [pa?]
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kann nach Gln. (2.125) invertiert werden. Das Ergebnis ist
. 1 [pz?] —[pa] >
A= ( : 4.36
]~ e \ —lpel [ (4:30)
Also gilt
a 1 [p2?] —[pz] > ( [pal )
. ) = 4.37
(5) = srmer=per (el 50) (o (437
oder
. [px] [pax] — [p*] [pa]
= 4.38
S e v 439
5 [pz] [pa] — [p] [pax]
_ 4.39
ST TPl 439
Haben wir p; = po = ps = ...= p, = po, gilt [p] = n - pp. Wir erhalten von
Gln. (4.38) und (4.39)
. [#] [ax] — [+°] [a]
= 4.4
C T LE e 40
5 _ la]la] —nlaa]
B = W —nld (4.41)
Der mittlere Fehler fiir eine Einzelmessung vom Gewicht p; ist
m
— 4.42
N (4.42)
wobei
m = > k1 P (A — k)
n—2
. . 2
> k—1 Pk (ak —a—pf- $k>
= (4.43)
n—2
ist. Die mittleren Fehler der beiden Parameter & und B sind gegeben als
[p=?]
mg = m , 4.44
\/ pllpe] — [l A
]
msz; = m . 4.45
ﬂ \/ Ploe?] - [l 4
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4.4 Ausgleich nichtlinearer Zusammenhinge

Der meflbare Grofe y ist gegeben als

y:5020+5121+...+5kzk (446)
wobei zg, 21, ..., zr andere meflbare Grofien sind. Wir fithren n Einzelmessungen
von jeweils einem Datensatz z;, 21, - .., 24, @i (1 =1, 2, ..., n) durch, wobei die

i-te Messung den Gewichtfaktor p; besitzt. Die optimalen Parameterwerte 5y, 51,
.., Br werden durch Minimierung der Grofle

S = Zpi (ai — o 20,0 B Zlg = e Br Zk,i)z (4-47)
i=1
ermittelt. Am Minimumspunkt gilt
0S oS oS
— =—=...=— =0. 4.48
9% 95 9 (449

Berechnen wir die partiellen Ableitungen, erhalten wir die & Normalgleichungen

Bo [ng] + 5 [pzozl] + 3 [pzozz] +...+ B [pZoZk] = [pazo]
Bo [pz120) + Ba [pzf] + Ba[pr1ze] + ...+ B [p2ize] = [paz]
Bo [pzrzo] + Bi [pzz1] + B [pznze) + ... + Br[pza] = [paz). (4.49)

Losung dieses linearen Gleichungssystem liefert die optimalen Parameterwerte.

Ein oft vorkommender Fall hat zp = 1, 2y = z, 2o = 22, ..., 2z, = 2*. Die

entsprechenden Normalgleichungen sind

Bo [p] + Bu [px] + Bz [pa®] + ... + Bi [p2*] = [pd]
Bo [px] + Bi[pa®] + Ba [p2®] + ...+ B [pa™*'] = [pax]
Bo [pa®] + By [pa™ 1] + Ba [pa" ) + ..+ B [pe®] = [paz*].  (4.50)

4.5 Darstellung einer Funktion mit Hilfe “einfacherer” Funk-
tionen

Betrachten wir den Zusammenhang

y(x) = Bo go(x) + 1 d1(x) + ... + Br dr(), (4.51)
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wobei ¢g(z), ¢1(x), ..., ¢p(r) bekannte Funktionen von z sind. Es kann sein, daf
f(z) an diskreten Stellen z; bekannt ist (i = 1, 2, ..., n; n > k). Dann definieren
wir

S = E)Z — Bo do(xs) — Bu d1(3:) — ... — B d(:))” - (4.52)

Ist dagegen f(z) in einem Intervall a < z < b bekannt, dann definieren wir

5= / ~Boule) ~ Bur(@) — ..~ Bdelw) de. (459)
Definieren wir jetzt die Hilfsgrofien
ZZ O; (xz) (xz) (diskret)
[304] = { f qﬁjl | (kontinuierlich) (4:54)

und

Yo y(@i) () (diskret)
el = { f;y(x)(?k(x)dx (kontinuierlich) ’

finden wir in beiden Fillen, daf3 die optimalen Werte der Parameter £y, 5, ..., Bk
durch Losung der Normalgleichungen

o [05] + Bu [podr] + Bo [poda] + ... + Br [dodk] = [y
o [p100] + Bi[03] + Bo [d1¢a] + ... + B [d1k] = [yoi]

(4.55)
p
p

Bo [dedo] + Bi [oxdr] + B2 [drda] + ...+ B [0F] = [yoxl. (4.56)

ermittelt werden konnen.
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